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PREFAZIONE 



Lo sviluppo del simbolismo algebrico è strettamente colle- 
gato col progresso della Matematica. 

Pochi simboli si trovano nei matematici dell'antica Grecia; 
però le parole usate costantemente nello stesso significato fanno 
già Tufficio di simboli. I più antichi simboli nostri sono le cifre 
che si propagarono in Europa verso il 1200. 1 matematici italiani 
introdussero i segni p e m deformati poi in + e — verso il 
1500. Nello stesso secolo compaiono i segni =, X; i segni > 
e <; datano dal 1650 circa. 

Questi simboli si presentarono dapprima come abbrevia- 
zioni delle parole del linguaggio comune, colle quali si leggono 
tuttora. Ma Tufficio dei simboli non è essenzialmente quello di 
abbreviare, bensì quello di contraddistinguere con un segno 
una idea, qualunque si sia il modo con cui la si esprima in 
linguaggio ordinario. Ad es., per indicare la « somma di a con 
& » si scriverà a+fr, quantunque nella frase in linguaggio ordi- 
nario non ci sia la parola « più » : invece per indicare * a è 
più grande di b », non si usa già il simbolo +, ma il simbolo >. 

I simboli matematici apportano non solo brevità, ma spe- 
cialmente precisione e chiarezza. Essi soddisfano alla legge ge- 
nerale dell'economia di lavoro ; rendono più facile lo studio ai 
principianti, e sono pressoché indispensabili al progresso della 
Scienza. 

Fra i simboli meritano menzione speciale, perchè più recenti, 
quelli della Logica Matematica, quali ^, £, 'k, ... per indicare 
rispettivamente le proposizioni universali, le singolari, le esi- 
stenziali, ecc. Essi rappresentano idee semplici, ed è appunto 
la loro semplicità che impedi per lungo tempo di isolarle e 
spogliarle dalla complicazione sotto cui si presentano sia nel 
linguaggio ordinario che nel linguaggio scientifico. 



IV 

Tutte le idee di Logica che si incontrano nei libri di Ma- 
tematica sono ridiittibili alle semplici ora menzionate; ed è 
estremamente notevole il piccolo numero di queste. Così tutta 
l'Aritmetica elementare, esposta nelle pagine 8-21 del presente 
libro, contengono le sole idee logiche sviluppate da pag. 1 a 7. 

Sopra questi simboli di Logica si opera con regole espli- 
citamente enunciate, (juali il commutare due segni, distribuire 
un segno rispetto ad un altro, esportare, importare, trasporre, 
ecc. O^^ni ragionamento matematico è decomponibile in una 
serie di siffatte operazioni. 

Leibniz, cui dobbiamo l'enunciato simbolico delle prin- 
cipali ;)roprietà di queste idee semplici, cosi si esprimeva: 

« Itaque profertur hic calculus quidam novus et mirificus, 
« qii in omnibus nostris ratiocinationibus lociim habet, et qui 
« non minus accurate procedit quan Arithmetica aut Algebra. 
<^ Qu.) adhibitj semper terminari possunt contro versiae quantum 
« ex datis eas determinari possibile est, manu tantum ad ca- 
« lam'im admoto, ut s iffìciat duos disputantes omissis verbo- 
se rum concertationibus sibi invicem dicere : calcaUnifn^y ita 
« enim psrindi ac si d'io Arithm3tici disputarent de quodam 
« calcali erro -e ». 

D \ alcuni anni io pubblico, colla collaborazione di vai*i 
Colle:^'iii, il Formulaire Mathématique (*), raccolta di tutte le 
proposizioni di matematica, scritte completamente in simboli. 

L:i riduzione in simboli delle varie teorie matematiche, cioè 
l'analisi di tutte le idee che vi sono contenute, è un lavoro 
difficile. Solo nelFultima edizione del Formulaire si trovano 
raccolte tante proposizioni di Aritmetica, colle loro dimostra- 
zioni, da poterne esti'arre un trattato. Questa è l'origine del 
presente libro. 

Nel compilarlo mi sono servito delle proposizioni già ridotte 
in simboli m^l Formulai'io dai professori: 

T. BOGGIO, C. BURALI-FORTI, F. (-ASTELLANO, C. ClAMBER- 



"^ Il mio opuscolo Ai'lfh meflres prhìclpia ^ nova methodo e,rjX)sUa, a. ISSO, 
contiene la prima teoria ri. lotta in simholi. 

L'ultima edizione del Forma/ f ti re è deira.1901. Paris, C. Naud, éditeur. 
F/ in corso di stampa l'edi/cioue del 1902. 



LINI,, M. Chini, M. Nassò, A. Padda, A. Ramorino, G. Vacca, 
(i. Vailati, e altri. 

Chi ha seguito lo sviluppo del Formulario, qui trova poche 
novità. Per chi impara per la prima volta TAritmetica, la via 
ohe qui si segue è senza dubbio vantaggiosa. Una cinquantina 
di simboli, di significato chiaro e preciso, sostituisce alcune mi- 
gliaia di parole che si presentano definite o no, nei trattati pre- 
cedenti la scrittura ideografica. Coloro che già hanno studiato 
TAritmetica e l'Algebra per altra via, dovranno fare uno sforzo 
per imparare questo nuovo metodo, e a vedere che gli aggrup- 
pamenti di idee che qui si fanno sono più semplici di quelli cui 
sono da tempo abituati. Coloro che saranno capaci di questa 
fatica saranno ricompensati dalla bellezza dei risultati, che essi 
soli sono in grado di apprezzare. 

La Logica matematica qui è strumento, e non scopo a sé 
stessa; quindi è ridotta al puro necessario. 

II. libro è diviso in 40 §§, ognuno dei quali ha per titolo 
in generale un solo simbolo (qualche volta due o più). Ogni § 
contiene le proposizioni nella cui scrittura si trova quel sim- 
bolo, oltre ai precedenti. Questa disposizione permette di tro- 
vare nel libro una proposizione scritta in simboli, airincirca 
come si trova una parola in un dizionario. 

Le abbreviazioni delle opere degli Autori citati, e dei Pe- 
riodici di Matematica sono quelle stesse del Formulario, a cui 
si rimanda per ogni schiarimento. 

I Colleghi che ridurranno in simboli proposizioni di Arit- 
metica non contenute in questo libro, inviandole alFA., le ve- 
dranno pubblicate nella « Rivista di Matematica », come aggiunte 
al Formulario. 



Coofronto del Libro col Progrannil OfllcUII 
del Ginnasio Superiore e del Liceo (a. 1902). 



QinnaHo. Classa IV. — Aritinetka ragionale. 1 numeri interi — Concetto 
« delle prime cinque ope.razìoni ru di essi (addi- 
zione, sottrazione, moliiplicazinne, elevazione 
a potenza, divisione} e proprietà formali delle 
relative espressioni — Massimo comun divisore 
e minimo comune multiplo. 

Sì leggano le proposizioni: §1 P'1-2-3 (p.lj, §2PM-2-3-4 {p.3) 2'1, e 
alcune delle successive. §3Pl-2 (p.5ì §-Pl (p.T). 

Addizione. S,-\- (p.8) le prime tre righe. Si tralascino le Propl. Si leg- 
gano le Prop 2, 3-l-'G (p.9~12), tralasciando le dimostrazioni. Per uno studio 
più profondo, ui legga tutto il §+ come è scritto. 

Moltiplicazione. §X 1-0--5 (p.14-15) lettura delle Prop. 2-1, ecc. esercizi. 

Potenza. ^ 10 -S (p.l6-17l lettura delle Prop. 21'2... 31... esercizi. 
Regole per le operazioni l'p. 18). 

Lettura delle prime l'rop di ognuno dei §«, jf, t. Cls' (p. 22-27). 

§N, PI, 2, 3, 4, 5, 6, 7 {p.29-;a) lettura delle Prop, e di alcune dimo- 
strazioni. P8, 11-14 cEercizi. 

§1 lettura della T)f (_p.;-J6). 

§— , §/ Prop e dimostrazioni (p.37-39). 

§num, max, min. Lettura delle Prop ^p. 40-42). 

§quot PI lettura. P2 esercizi, grest PI lettura. P2,3 esercizi. 

§Cfr, §nrd lettura (p.47-4H). 

§m D (p.l20) PI. 2, 3, 4'1 (4'2-'8 sono esercizi), h. 6-1 (le successive 
sono esercizi). 

Qtnnaaio. Classe V. — Aritìnelica razionale. I.e frazioni — Concetto delle 
prime cinque operazioni su di esse (addizione, 
sottrazione, moltiplicazione, elevazione a po- 
tenza con esponente inti-ro e positivo, divi- 
sionij e proprieti^ formali delle relativo espres- 
sioni — Applicazione alla lettura, alla scrit- 
tura ed al calcolo, con decimali finiti — 
Esercizi di calcolo letterale sui numeri razio- 

e Prop delia Classe IV, omettendo le Dm e gli esercizi, 
ura di alcune proposizioni. 

■1--9 esercizi) 3, 4, 5, 6, 7, H Ipag. 03-71), 11, 21. 22-1-2 
31 (-2--4. 24 eserciziì. 311-2, 32 (3:1 e 



VII 

Liceo» Classe 1. — Aritmetica geìwrale e algebra. Le prime cinque ope- 
razioni sui numeri razionali col sej^no, e il 
relativo calcolo letterale — Le prime opera- 
zioni sui polinomi — Equazioni e sistemi di 
equazioni di 1^ j^rado — Proporzioni. 
Si rileg-g-ano le principali Prop di §=, f, 3, -, +, X, |^, ^ Cls', Nj, 
omettendo le Dm ip.1-35). 

Si rile*r^ano le prime Prop di §f (p.4:9). 

§n Pl-6. ; P7 esercizi). PIO lettura. (Pll-26 esercizi), (p.50-6!>). P30 let- 
tura. (P:U-38 eserci'zi). 

Si rile^ofano le Prop di §R, secondo il programma del \ Ginnasio. 
§r 1, 2, 31-2 (3-3--6 esercizi) 41 •28 (p.75-77). 

m 

Léiceo» Classe IL — Aritmetica generale e atgebra, Fj»irsi7Aone dì radice: 

proprietà dei radicali — Equazioni di 2^ grado 
— P^quazioni riducibili ai primi due gradi. 

Per sviluppare questo programma bisogna premettere almeno le Df 
sui numeri irrazionali, la cui teorìa appartiene alla classe successiva. 

Si rileggano le Df e le principali Prop del programma del I Liceo ;p.l-77). 

§tj, §Q Pl-14. Lettura delle Df e di qualche altra Prop (p.7H-85). 

§Q P20, 21, 22, 23 Prop e qualche Dm. (p.86-88). P24, 25, 2G, esercizi. 

§q PI, 2, 10, lettura (p.91-92). Pll, esercizi, i primi facili, gli altri più 
difficili. P220--3. Nota sulle approssimazioni (p. 95-103). 

Liceo» Classe III. -— Aritmetica gen^^rale e algebra. Numeri primi, divi- 
sori e multipli dei numeri, divisibilità — Nu- 
meri decimali periodici — Numeri irrazionali 
."d operazioni su di essi — E^rogressioni, lo- 
garitmi e uso delle tavole. 

Si rileggano le Df e principali Prop del programma del 1 Liceo. 

§17, §Q Pl-14. Si rileggano le Prop, e alcune Dm. 

§Q, P20-26, §q. Si ripassano le Prop già studiate. 

§Log (p. 104-108). 

§ì: PO, 1 2 esercizi), 31 ^^ colle Dm. 41-2 colle Dm (pag. 10i)-112). 
(5 esercizi j, 10. 

§/7 lettura delle Df. §! Df. 

§m D PI, 2, 3, 41 i4-2--8, 5 esercizi) 61 (-2 esercizi). 

§Np 1, 2 (Le Prop successive sono esercizi o cognizione utili) (p. 127-129). 

§mp 1, 2, 3, 4, 5 (p.l33-135j. 

Le Prop indicate come esercizi sono applicazioni ed estensioni della 
teoria. L'insegnante farà bene a proporre esercizi numerici, che sì otten- 
gono sostituendo numeri a lettere. Sono pure utili gli esercizi sulle gran- 
dezze fatti col sussidio dell'ultima parte del libro. In questo trattato trovasi 
sempre più di quanto è richiesto nei suddetti programmi e in consimili. 
L'insegnante limiti il suo insegnamento a poco e bene, lasciando il di più 
a chi vuole arricchire la sua mente di cognizioni utili o interessanti. 
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PRINCIPII DI LOGICA 



§1 = 

a,b,Cy.,.x,ì/jZ indicano oggetti qualunque. 
. (punto), serve a separare le diverse parti di una proposi- 
zione. Allo stesso scopo servono pure le parentesi ( ), le 
quadre [ ], le graife | j. 
= si legge « e eguale » o « eguaglia » . 

» « dunque », « si deduce », « è contenuto », e anche 
altrimenti come vedremo in seguito. Accompagnato da una 
lettera Xy 3^ ^^ l^ggc « si deduce, qualunque si sia x ». 
si legge « e » . Si sottintende quasi sempre fra proposizioni. 

•1 x=x 

•2 x=zy .3. y=^ 

•3 x=y , y=s r^. X- 






Note. 

Il presente libro ò diviso in §§, ognuno dei quali porta per titolo un 
segno ideografico, o sìmbolo. 

Questo § è il § « dell'eguaglianza ». 

Scriveremo Prop o P invece di «proposizione». 

Le Prop sono indicate con un numero, formato come i numeri decimali. 

Le note hanno per scopo di facilitare la lettura delle formule o dare 
schiarimenti storici; le formule sole formano però un testo intelligibile a sé. 

Leggasi : 
•1 ac è uguale ad x. 

•2 Se X eguaglia y, allora y eguaglia x. 
•3 Se X eguaglia y, e se y eguaglia z, allora x eguaglia z. 

Indicando con p^q due Prop, la Prop p^Dq dicesi « deduzione ». La 
Prop che sta avanti al segno 3» ^ioè p, dicesi Ipotesi, latino « hypo- 
thesis », dal greco ic' Y:i6&Eoig 9 ^ abbreviato in Hp. La Prop che segue il 
segno 3» cioè nel nostro caso q^ dicesi « Tesi », latino « Thesis », dal greco 
« Séatg», abbreviato in Ts o Ths. 

La Prop'2 è divisa coi punti in tre parti, ipotesi xzizy, segno di de- 
duzione, e tesi y^=x. 

Peano, Ariim. 1 
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Nella Prop'3 l'ipotesi è l'alfermazione simultanea di due Prop, fra cui 
sta sottinteso il segno n. 

Le lettere che accompagnano il segno 3 diconsi « indici » . 

Nella Prop-2 al segno 3 si possono scrivere gli indici x e y, cioè « si 
deduce, qualunque siano x e y ». Ma se in una proposizione figura un sol 
segno 3i si sottintendono gli indici, che sono tutte le lettere contenute 
nell'ipotesi. Cosi nella Prop-3 sono sottintesi al segno 3 ^li indici x,y,z. 

La scrittura xz=y dicesi anche « eguaglianza » , aj ed y ne sono i 
membri. ac = t/ si legge anche « x vale y », « ce è identico ad t/ »; « x è 
equivalente a.d y ». 

Il segno 3 si scrive pure fra classi, o idee generali. Cosi: 

(uomo) 3 (mortale) 
si può leggere « uomo, dunque mortale »; o avvicinandoci al linguaggio 
ordinario « ogni uomo è mortale »,« tutti gli uomini sono mortali »,« l'uomo 
è mortale » . 

Se o e 6 sono classi, la relazione oTy) è pure letta sotto le forme « l'idea 
a è subordinata all'idea 6 », « l'idea b è sovrordinata alla a », « l'idea ò è 
essenziale all'idea a ». 

Una Prop della forma aTyb dicesi pure « giudìzio universale » . 

Se p e q sono Prop, la pZ)Q si legge pure « la Prop p è condizione 
sufficiente della g »; « la ^ è condizione necessaria della p ». 

L'uso delle lettere per indicare oggetti qualunque era famigliare ai 
geometri e filosofi dell'antica Grecia. 

I punti e le parentesi sono segni ortografici comuni. L*uso regolare 
delle parentesi nelle formule matematiche data dal 1600 circa. 

Alla stessa epoca rimonta l'uso del segno =. 

II segno 3 sotto la forma Q si riscontra in alcune pubblicazioni del 
1800 circa. 

Il suo uso regolare fu introdotto dal Formulaire. 

La sostituzione di simboli a parole, e di formule a proposizioni è una 
delle più grandi scoperte dell'algebra moderna. 

Un vantaggio evidente è la brevità. Ma vantaggio più importante è la 
chiarezza e precisione che si ottiene. 

I simboli introdotti nelle formule permettono di far a meno della vasta 
nomenclatura che andiamo richiamando nelle note. 

Un simbolo non è l'equivalente d'una parola, ma bensì d'un'idea rap- 
presentata più meno esattamente da molte parole del linguaggio ordinario. 

Abbreviazioni frequenti : 

Df si legge « definizione » . 
Dm » « dimostrazione » . 

Pp » « proposizione primitiva » , o « assioma » , cioè Prop che non 
si dimostra. 

I è il segno di sostituzione. Se p è un'espressione contenente la let- 
tera ce, (a-\x) p si legge « sostituendo a invece di x nell'espressione p ». 
Sarà definito a suo tempo. 
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e Cls 



Cls si legge « Classe ». 

e » « è un ». 

1-1 aeCls .]3- ^Z)^ 

•2 a£ Cls .3- ^,.y£« .=. ^£^ . .y£^ Df, 

•3 a,b£ Cls . xea . a]3^ O- ^^^ 

•4 a,6,c£Cls . a'^b . b'^c .'^. a^c 

2'ì afieCls .3 a^sCA^ 



Syll 



1*1 Se a è una classe, allora ogni a è un a. 

•2 Se a è una classe, allora x.ysa^ che si legge « x ed y sono a », 
significa « 5C è un a, e y è un a » ; e ciò per definizione del segno « , » . 

Analogamente scriveremo x^y^zta invece di x^yBa.zsa^ e si leggerà ce, 
y,z sono degli a. 

•3 Se a fi sono classi, e se x è un a, e ogni a è 6, allora a? è un ò. 

•4 Essendo a,6,c delle classi, se ogni a è 6, e se ogni 6 è e, allora 
ogni a k e. 

Ognuna delle Prop -3 -4 dicesi « sillogismo », abbreviato in « Syll ». 
Esempio della -3 : 

10 B Italiano . Italiano 3 Europeo O» Io ^ Europeo. 
Leggasi : 

» sono » ; ma ogni » è un » ; dunque » sono » 

Esempio della '4: 

Piemontese 3 Italiano . Italiano 3 Europeo .3- Piemontese 3 Europeo 

11 sillogismo spesso si applica fra Prop. Allora ha la forma « Se dalla 
Prop a si deduce la ò, e dalla h si deduce la e, allora dalla a si deduoe 
la e». Esso fu enunciato da Aristotele sotto la forma seguente: 

<t. Et xh A xaxà Jiavrbg rov B, xal rb B xarà Jiavròg rov Fj 

àvdyxT] TÒ A xaxà navxòg xov F xaxrjyoQeToOai. » 

2*1 Se a 6 sono classi, anche (W>, cioè l'insieme degli individui che 
sono ad un tempo a e 6, è una classe. 

La classe reo è da alcuni autori detta « prodotto logico delle classi a e 6 » . 



•2 aM Cls .]3- ^^ft 3^^ • ^^ !D^ 



Simpl 



Cmp 



31 

•2 

•3 

41 



•3 
•4 



a,&£Cls .]3- cirb = lr>a 
a^hjCe Cls .]3- {cH))^ ^ a^b^c) 

ctjbe Cls .]3- ^^=& •=• ^O ^ • ^!D '^^ 
a,te Cls .]3-*- '^ID^ •=• ^^^ Z^c ^^'^ 

r^eCls . xea . ^^=?/ O- V^^^ 
x=}f .=: acCls . xea .3«- .V^^* 



Comm '^ 
Assoc ^ 



Oper .re Oper x3 



•2 La classe «r^6 è contenuta in a, ed è contenuta in h. 

« Semplificare », abbreviato in Simpl, significa applicare questa reo:ola. 

•3 Se a? è un a, e se x è un ò, allora se è un a e 6. 

•4 Se ogni a è ò, ed ogni a ^ c^ allora ogni a ^ b e> e. 

Questa regola dicesi « comporre » , abbreviato in Cmp. Spesso si usa 
fra Prop. « Se dalla a si deduce la ò, e dalla a si deduce la e, allora dalla 
a si deduce 6 e e » . Questa regola trovasi in Leibniz. 

3*2 La classe comune alle classi a e ò è identica alla classe comune 
alle h ed a. 

Questa Prop esprime la « commutatività del prodotto logico », e si cita 
coir abbreviazione « Commn ». 

•3 Tanto fa prendere la classe comune fra le classi a e 6, e poi la 
classe comune fra la risultante e la classe e, quanto il prendere la classe 
comune fra a e la classe comune a 6 e e. 

Questa Prop esprime la « associatività del prodotto logico », e si indica 
con « Assocn » . 

4*1 Indicando con a e 6 delle classi, allora dire che la classe a è eguale 
alla ò, equivale a dire che ogni a è 6, e che ogni bea. 

•2 Dire che ogni « è ò è quanto dire che se 3C è un a, si deduce , 
qualunque sia x, che x è un ò. 

Si chiama « operare per xe » il passaggio dalla proposizione universale 
affermativa a~y) alla deduzione xsa ."Z^x . xsb. 

Si chiama « operare per X3 » il passaggio inverso. 

•3 Se a è una classe, ed a? è un a, ed ac=z/, allora anche y èun a . 

•4 Dire che x=zy è quanto dire che se a è una classe contenente x, 
si ha, qualunque si sia a, che essa contiene pure y : ossia due oggetti sono 
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5*1 a^be Cls r^: xe arò .=. xea .^. xéb Distrib(£, r\) 

•2 ayh,ce Cls .]3- ^!D ^ •=• ^Z)^ • <^Z)^ Distrib( ]3> ^) 

•3 a,&£Cls .3- ^Z)^ •=• ^^^=^^& 



§3 3 

Sia p una Prop contenente una lettera x. Allora X3p, che 
si legge « gli a? tali che j) » , indica la classe degli individui che 
soddisfano alla condizione p, 

•1 ae Cls .3- *^3{xea) =a 

•2 a,6£ Cls .3- ^^ = xsixea .^. xeb) \ Distrib(3,'>) } 



eguali, quando ogni proprietà dell'uno è una proprietà dell'altro. 

5*1 Dire che a? è un a e ò equivale a dire che aj è un a, e che x è 
un 6 » . Essa esprime la « dìstribuitività del segno e rispetto ad n » . 

Queste considerazioni e le successive, sulle classi, si possono interpre- 
tare con classi di punti, o figure, quali cerchi. Se a e 6 sono figure, arò 
indica la figura comune. Questi cerchi rappresentativi furono usati da 
Leibniz e da Eulero. 

Una Prop deUa forma xsa dicesi « giudizio singolare » . 

Una relazione dicesi « transitiva » , quando dal fatto che un oggetto è 
in quella relazione con un secondo, e questo con un terzo, si può conchiu- 
dere che anche il primo è in queUa relazione col terzo. Sono transitive 
le relazioni espresse da antenato, maggiore, ecc. 

La Prop-3 del §= dice che la relazione = è transitiva. 

Il sillogismo, sotto la forma 1*4, dice la relazione 3 è transitiva. In- 
vece di due Prop universali, possiamo premettere una singolare ed una uni- 
versale, e si ha la forma 1*3. Ma non si possono premettere due Prop sin- 
golari ; cioè il segno e non è transitivo ; vale a dire, da obò . hsc non si 
può dedurre asc. Per es. dalle premesse: 

Pietro e Paolo erano Apostoli; gli Apostoli erano dodici, 
che in simboli si scrivono: 

Pietro, Paolo b Apostolo . Apostolo b (Classe di 12 persone), 
non si può dedurre « Pietro e Paolo erano dodici » . 

§3-1 Se a è ima classe, allora gli x tali che x è un a formano la classe a. 

I segni XB e X3 premessi ad una classe si distruggono ; essi rappre- 
sentano operazioni inverse. 

•2 II prodotto logico di due classi a e 6 è l'insieme degli x tali che 
soddisfano contemporaneamente alle condizioni XBa . xbò. 

Si ricava dalla §f5-l operando per X3^ e viceversa. 



§4 



x\y indica il sistema formato da x con y. 
•0 x',y]z = {x;y)\z Df 

cioè il sistema o terna X]y\z è il sistema che si ottiene 
facendo seguire X]y da z. 

Ogni relazione fra due enti determina una classe di coppie 
che vi soddisfano. Indicando con a questa classe, la relazione 
sarà espressa da (x;y)ea. 

« Importare » indica il passaggio dalla proposizione < da p 
si deduce che dalla q si deduce la r » alla « da ;p e q si 
deduce la r » . 

« Esportare » indica il passaggio inverso. 

La condizione p contenga una lettera o un sistema di let- 
tere X] la q contenga oltre a x, un'altra lettera o sistema di 
lettere y. La proposizione « da ;p si deduce, qualunque sia x, 
che dalla q si deduce, qualunque sia ?/, la r » equivale alla 
« da p e g si deduce, qualunque siano a? ed ?/, la r ». Si può 
enunciare questa regola come segue: 

'i a fi, ce Cls r^: : 

xea ryc : (x]y)éb .^y • {^'jy)^o .*.=: xea . {x;y)eb .3^;y- (^JJ')^^ 

Import Export 

Esempio 1** : 
Simplif O- asCìs . xsa O* ^^^ 

Qui il segno 3 porta gli indici sottintesi a ed x. 
Export . 3-* • ofCls O' ^^« 'IDx . xsa, 

Oper X3 O» aeCìs O- «ZD« 

che è la Pl-1 del §£. 

Esempio 2®: 
P4-2 . Simplif O*- (iMCh . aZ)b O- ^^^ O^ • ^^^^ 
Import .3' a,Ò£Cls . a3^ • ^^^ O* ^^^^ 

che è la PI 3 del §f. 

Esempio 3^ : 
P4-4 O.*. x=zy O: «cCls . xea .3i . ysa 

Import O' ^=Z/ • «fCls . xea O- 2/^^ 

che è la Pi-3 del §f. 



§5 - 

- si legge « non » . 
1. aybjCe Cls .3« 

•1 -aeCls 

•2 «3^ O- -6 !D -^ Transp 

•3 a6 3^ O- ^*^ !D "^ * 

•4 -(-a) =a 

•6 ab'^c .=. a»c'^'^ 

2-0 .a?-=t/ .=. Acc=y) Df 

•i a£ Cls .3- -(^£^^) = it?€ -a = :;; -£ a Comm(£,-) 



La Df 1*0 ha per scopo di sopprimere delle parentesi. 
1*1 La negazione d'una classe è una classe. 

•2 Se ogni a è 6, allora ogni non 6 è un non a. 

Questa regola di cesi « trasporre » . 

Fra Prop significa: Se dalla a si deduce la 6, allora dalla negazione 
della b si deduce la negazione della a. 

•3 Se da a e ò si deduce e, allora da a non e si deduce non b. Dicesi 
pure trasporre. 

•4 Due negazioni fanno un*afifermazione. 

•5*6 Dicono che l'operazione del trasporre è invertibile. 

Alcuni autori dicono inversa della «3^ la ^ZD^» © contraria della «3^ 

la mcry^b. Allora la P*2 si enuncia « da una P si può dedurre l'inversa 

della contraria » e la P-5 dice che « la contraria e l'inversa si equivalgono » . 

2*0 Dire che x non è eguale ad y è per convenzione lo stesso che dire 

che non è vero che sia x=:y. 

•l'2 Non è vero che a? è un a, è lo stesso che dire che x è un non «, 
Quindi i segni e e - si possono commutare. 

Per es. supposto che (ignorante) =- (sapiente), si avrà: 

- (Tizio fi sapiente) = Tizio -e sapiente = Tizio £ ignorante* 

Si noti che i segni 3 © ■ '^^^ sono commutabili. Cosi « non è vero che 
tutti gli uomini siano sapienti » cioè - (uomo 3 sapiente) è una Prop ben 
diversa dalla « tutti gli uomini sono ignoranti », cioè (uomo 3 ignorante). 



NUMERAZIONE 



+ 



si legge « zero » . 

No » « numero ». 

+ » « più ». Se a è un numero, a+ si può anche leg- 

gere « il numero seguente a », « il successivo di a ». 

•0 N<j e Cls 

•1 £ N<j 

•2 rt£ N^ .[3- ^+ £ Nq 

•3 s£ Cls . Oss : iz;£ No'>s .3»- ^+ €:s :]3- N^ [^ ^ Induct 

•4 a,&£ Nq . a+ = 6+ O- ^^^=^ 

•5 as No .3 «+ -= 



Leggasi : 

1*0 Numero è una classe, numero è il nome d'una classe, numero è 
nome comune. 

•1 Zero è un numero. 

•2 Se a è un numero, allora anche il successivo di o è un numero, 
cioè, ogni numero è seguito da un numero. 

•3 Sia s una classe; e sia un individuo di questa classe; e suppo- 
niamo ancora che se a; è un numero appartenente a questa classe s, si 
deduca, qualunque si sia x, che anche il suo successivo x-\- appartenga 
a questa classe; allora ogni numero è un s. 

Questa proposizione si chiama « principio di induzione », e sarà richia- 
mata coll'abbreviazione Induct. 

Si può anche leggere: « Se « è una proprietà; se ha questa pro- 
prietà ; se ogni volta che un numero ha questa proprietà anche il suo suc- 
cessivo ha la stessa proprietà; allora ogni numero ha questa proprietà». 

•4 Due numeri susseguiti da numeri eguali sono eguali. 

•5 II successivo d'un numero non è mai egniale a 0. 



+ 

* 2. 

1 z= 0+ . 2 = 1+ . 3 = 2+ . 4 = 3+ . 5 = 4+ . 

6 = 5+ . 7 = 6+ . 8 = 7+ . 9 z= 8+ . X = 9+ Df 



Df+ 



* 3. 

•1 aeNo r). a+0=a 
•2 a,teN, r). a+{b+) = (a+b)+ 

•3 acN, .3- «+1 = a+ [ (O | ò)P'2 .3 P ] 

a+2 = (a+)+ [ (1 1 b)P'2 o. P ] 

Le P precedenti sono « proposizioni primitive », esprimenti proprietà 
dei numeri, irreduttibili fra loro. Da esse, con dimostrazioni, derivano 
tutte le P d'aritmetica. 

Dalle Pll-2 lisulta che 

0+ 0++ 0-h++ 0++++ ecc. 
sono dei numeri. Essi si leggono 

uno due tre quattro ecc. 

Se si sottintende lo 0, e al segno + si dà la forma d'una sbarra, si 
hanno i segni dei numeri 

I II III mi ecc. 

usati dai Romani. Rappresentando il + con un punto, gli stessi numeri 
sono rappresentati da 

che si usano ancora nei dadi, nei giochi di carte. 

Ma gli uomini che costrussero le piramidi di Egitto, quando comincia- 
rono a scrivere sul papiro, or son 4000 anni, trasformarono il 

= in 2; il = in 3; il == in 23, poi in 5, 
e cosi via. Questi segni furono adottati da altri popoli fra cui gli Indiani, 
che li trasmisero agli Arabi, da cui gli Europei li hanno imparati, verso 
il 1200, chiamandoli « cifre arabiche » . 

Le Prop2 sono le definizioni di questi segni. 

Leggasi: « chiamasi 1 il successivo di », « si indica con 2 il succes- 
sivo di 1 », e cosi via « dieci è il successivo di 9 ». 

I numeri 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 diconsi cifì*e. Il segno X appartiene 
alla numerazione romana. 
3*1 -2 Se a è un numero, a più zero vale, per definizione, a. 

Essendo a e b due numeri, allora con a più il successivo di b si in- 
tende il successivo di a-\-b. 

•3 Se nell'ultima Df pongo invece di 6, e ricordo la Df 0-f-=l, ho 
che il successivo di a, già indicato con a-f-, si può pure indicare con a+1, 
notazione di cui faremo abitualmente uso. 

Ponendo 1, poi 2, ecc., invece di 6, si ha: 

a-\-S = [a-\-2}-\- e cosi via. 
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* 4. 

•0 a^byCe^Q . a=b J^. a+^ = 6+c Oper 4-c 

§€4*3 O: rt,6,cgNo . a=ò O- ftf 0:3; tìr-fc = x+c) (1) 

(1) D P 1 

[ afNo . Df+ O. a+O fNo (lì 

rt,6£No . a+òfNo . Dt+ . Pl-2 O. a+(6+l) = '(i+h)+\ . 

(«-f6)+l £No O. «+(«»+l) f No (2) 

(1) . (2) . Induct O. P ] 



Per esempio, per calcolare 5+3, osservo che per Df di 6, 6+1^6; onde 
5+2=6+1=7, e 5+3=7+1=8. 
I numeri 

X+1 X+2 X+3 X+9 

si leggono 

undici dodici tredici diciannove 

a+6 dicesi anche « somma di a con b. 

« Aggiungere », « addizionare », sono sinonimi di « sommare ». 

I numeri che si devono sommare diconsi anche « termini » . Impropria- 
mente si parla dei termini della somma, perchè data la somma, non vi si 
possono più riconoscere i termini. Cosi 5+3=6+2, ma i termini a som- 
marsi nel primo caso non sono quelli che si sommano nel secondo. 

Le Prop4 esprimono le principali proprietà della somma. 
4'0 Se a,6,c sono numeri, e se a=ò, sarà pure a-^-czzb-^-c. 

II passare da a=iò a a-{-cz:aò-{-c dicesi « operare per +c » , abbreviato 
in « Oper+c » . 

Infatti per §=:*! si ha a-\-c=ui-\-c \ cioè a è un aj tale che soddisfa alla 
condizione a-\-C'=:x-\-c'^ quindi 6 che è eguale ad a, soddisferà pure alla 
stessa condizione, onde la Prop. 

•1 Se a e 6 sono numeri, anche a+6 è un numero, cioè « la somma 
di due numeri è un numero » . 

Dimostrazione. Se a è un numero, a+O, che per Df della somma vale 
a, è pure un numero; cioè la proposizione è vera se b vale 0. 

Chiamo (1) questa proposizione. 

Siano «,6 dei numeri, la cui somma sia un numero. Allora per la 
Ppl*2 anche il successivo a+ò, cioè (rt+ò)+l è un numero ; ma per Df+, 
a+(6+l) = (a+ò)+l, dunque se la somma di a con 6 è un numero, anche 
la somma di a col successivo di ò è un numero. Chiamo (2) questa P. 

Dalle Prop (1) e (2), e dal principio d'induzione si ha la P a dimo- 
strarsi. 

•2 Tanto fa sommare a con ò, e il risultato con e, quanto a colla 



+ 11 

[ a,6£No O. (a+ò)+0 = a+b . a+(b+0) = a+b O- 

(a+6)+0 = a+{b+0) (1) 

a,6,c6No . (a+6)+c = a+(6+c) . Oper+1 O. [(rt+ò)+c]+l = [a+(6+c)]+l 

Df+ O. (a+ò)+(c+l) = 

» » » » O. » = a+[(ò+c)4-l] 

» » » » .3. » = a+[ò+(c+l)] 

(2) 
(1) . (2) . Induct O. P ] 

•3 a,6,c£No Q. a+b-^-c = (a+&)+c Df 

•4 a,&£No .3- «+& = b+a Comra-f 

[ Df+ o- 0+0=0 (1) 

aeNo . 0+a =a . Df+ O. 0+(a+l) = (0+a)+l = a+1 (2) 

(1) . (2) . Induet O: acN^ -3 0+^ =^ (^) 

Df+ O. 14-0 = 0+1 = 1 (4) 

ofNo . 1+a = a+1 .3 l+(a+l) = (l+«)+l = (a+l)+l (5) 

(4) . (5) . Induct O: acN^ -3 l+« = «+1 (^) 

a,Ò£No . a+ò = b+a . Df+ O. a+(ò+l) = (a+ò)+l =z (6+a)+l 

Df+ O. !> =ò+(a+l) 

(6) O. » = ?>+(l+«) 

A88OC+ O. » = (6+l)+a (7) 

(3) .(7) . Induct O. P ] 



somma di 6 e di e. Si legge pure: 

Se a,6,c sono numeri, allora parentesi a più b chiusa più e eguaglia a 
più parentesi b più e chiusa. 

Questa proprietà è ricordata colla frase « la somma è associativa » , ab- 
breviata in « Assoc+ » . 

Dimostrazione per induzione rispetto a e. 

Esempio : 6+8 ^ 6+(4+4) = (6+4)+4 = X+4. 

•3 Per somma di tre numeri si intende ciò che si ottiene sommando 
il primo col secondo, e il risultato col terzo. 

Questa convenzione, o definizione, ha per scopo di sopprimere una pa- 
rentesi, coUa rispettiva chiusa. 

*4 Un primo numero più un secondo numero vale quanto il secondo 
numero più il primo, ovvero la somma di due numeri non si altera se si 
cambia il loro ordine. 

Si esprime anche la stessa proposizione dicendo « la somma è commu- 
tatura », e si citerà la Prop col segno « Comm+ » . 

Esempio : 2+4 = 4+2 = 5+1 = 6. 

Cosi volendo calcolare 2-|-4, che secondo la definizione, si ottiene 
contando quattro successivi al 2, ridottolo a 4+2, basterà contare 2 suc- 
cessivi al 4. 
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[ a,&£No . «+0 = 6+0 O. a=ò (1 ; 
rt,6,cfNo : a+c=ò+c O- «=^ • Pl'^ O» 

a+(c+l) = 6+(c+l) O. rt+c = 6+c O. a=ò (2) 
(1) . (2) . Induct O. P ] 

'6 aybjCe^^ r^: a=.b .=:. a+c = &+<^ 

[ P4-0 . Export O*- a,6,cfNo O» ^=^ O- «4-c=ò+c 
P4-5 . Export O-'- » 0« a-\-c'=b-\-c O- «=^ 

Cmp O-'- «,&,c£Nq O* ^=^ O- rt+c=6+c : a-\-c::ib-\-c O- ^=^ 
§£41 O. P ] 

[ «sNo . «-=0 . Df+ O- «4-0 -=0 (1) 

«,6fNo . PI -5 .3. a+(6+l)=:(oH-6)+l . (a+6)+l-=0 O. 

a+ih+1) -=0 (2) 

(1) . (2) . Induct O. P ] 

[ P-7 . Transp O: a,6£No . a+b=0 O. a=0 (1) 

(1) . Comni+ O: » » O. 6=0 (2) 

(1) . (2) . Cmp O: » » O. a=0 . 6=0 (3) 

Df4- O. 0+0=0 (4) 
(3) . (4) O. P 1 



La Dm si fa ricorrendo tre volte al principio d'induzione. 

Per Df della somma 0+0 vale 0. 

E se, essendo a un numero, si ha 04-a = a, si vede facilmente che 
anche 0+(a+l) vale a+1. 

Quindi, per induzione, si ha che, essendo a un numero qualunque, 
sempre 0+« = «. 

Si dimostra poi che l+a = a+l, per induzione rispetto ad a; e infine 
che «-}~6 = 6-|-a, per induzione rispetto a 6. 

•5 Se a,6,c sono numeri, da a+c = 6+c è lecito dedurre a=6. 

Dm per induzione rispetto a e. 

•6 Essendo a,6,c dei numeri, l'eguaglianza a=6 è equivalente all'altra 
ai^ ^ 6+c. Si ricava dalle 4*0 e 4*5 esportando, e poi componendo le Prop 
cosi ottenute. 

•7 Se a e 6 sono numeri, e se a non è nullo, anche a+6 è diverso 
da zero. « Nullo » vuol dire « eguale a zero », « diverso » vuol dire « non 
eguale ». Dm per induzione rispetto a 6. Qui però l'induzione assume la 
forma più semplice : « Se una certa proprietà è vera pel numero 0, ed è 
vera pel successivo d'ogni numero, è vere sempre » . 

•8 Essendo 0,6 dei numeri, dire che a4-6 = è quanto dire che a=0 
e che 6 = 0. Sì ricava dalla precedente trasponendo. 
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Le Prop-5'6-7-8 non compariranno nei §§ successivi fino al §Ni. Si 
possono tralasciare in un primo studio. 

Le proprietà enunciate della somma sono semplicissime, e note ad ogni 
persona, quantunque non tutti sappiano enunciarle sotto la forma precedente. 
Le dimostrazioni riportate non hanno per scopo di aumentarne l'evidenza, 
ma bensì di far vedere che esse sono contenute nelle Pp enunciate. Questa 
analisi è abbastanza recente. Il lettore che desidera conoscere le proprietà 
delle operazioni +, X, ecc., può in un primo studio tralasciare tutte le Dm. 

DeflnizionL 

Definizione, abbreviato in Df, è la convenzione di dare un 
nome nuovo x ad una espressione nota a, e si indica scrivendo 

x=ia Df 

Es. le P2 del §+. 

Se ciò che si definisce contiene lettere, e se occorre limi- 
tarne il significato, la Df ha un' ipotesi. 

Es. La P3*i dice che a+O è per Df eguale ad a, se a è un 
numero. Essa sarà, in seguito estesa ad alcuni altri enti. 

Dfp, che si legge « definizione possibile » è un'eguaglianza 
contenente in im membro un segno che non figura nel secondo, 
che vi figura diversamente. 

Data una Prop, si può riconoscere se essa abbia o no i ca- 
ratteri di definizione possibile. Essa diventa o no una Df a 
seconda della trattazione che si preferisce. 

Non tutto si può definire. Non si può definire la prima 
idea, né il segno =:: che figura in ogni Df. 

Le idee che non si definiscono si dicono « idee primitive ». 
il loro valore è determinato da « proposizioni primitive » . 

In logica generale, da Aristotele in poi, si classificano le Df in « no- 
minali » e « reali » . Tutte le Df della Matematica sono nominali. La regola 
che la Df sia data per il genere prossimo e la difiFerenza specifica, non 
è soddisfatta per es. dalle Df §+P2, e da quasi tutte le Df matematiche. 

Una Df è vera « per convenzione » , e non ha bisogno di dimostrazione. 
Bisogna invece dimostrare le proprietà dell'ente definito. Cosi in §4-, dopo 
aver definito a+ò, si dimostra colla 4*1 che esso è un numero. 
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§7 



^ 1. a,6,C£N„ .3 -0 axO =0 

•01 ax{b+l) = (axb)+a 



Dfx 



•02 axl=a [(0|ò)POiDP ] 

aX'2 = a+a [ (i | 0) » 

•03 ab = axb . rtX&Xc=(aX&)Xc 

axb+c={axb)+c , a+bXc=a+(bXc) Df 

•1 axb £ No 

[ afiNo.DfX O. aXOeNo (1) 

a,Ò£ No . axb s No . DfX . §+ 4-1 O. aX{b-\-l) e Nq (2) 

(1) . (2) . Induct O- P ] 

•2 a(&+c) = ab+ac Distrib(x,+) 

[ a,b£}so O- aX(6-f-0) = aXb + aXO (1) 

a,6,c5No . a(ò+c) = ab+ac . Associ- . DfX O- a[ò-f(c-|-l)] = 
a[(6+c)+l] = a{b-\-c)-\-a = aò-fac+a = a6-f a(c+l) (2) 

(1) . (2) . Induct O. P ] 

•3 (a+6)c = ac + bc Distrib(X ,+) 

[ tìf,6£No .3 («+&)XO = aXO+6XO (1) 

a,6,c£No . {a-\^)c = ac-f-òo . Df X O- (a+bXc+l) = (a-h&)c+(a+6) = 

ac-f-^+a+& = (aci-a)i-ibc+b) = a(c+l)+&(c+l) (2) 

(1) . (2) . Induce O. P ] 



Il segno X si legge « moltiplicato per », o semplicemente « per », e si 
definisce colle P-0-01. 

aXb dicesi anche « prodotto (factum) di a per 6 »; i numeri che si mol- 
tiplicano diconsi anche « fattori » . 

o è il « moltiplicando », 6 il « moltiplicatore » . 

Le Prop'03 esprimono abbreviazioni; cioè il segno X spesso si sottin- 
tende; e si sopprimono delle parentesi colle regole scritte. 

Le Prop*2*3 dicono che la moltiplicazione è distributiva rispetto all'ad- 
dizione, e sono citate con Distrib (X,+). 

Le Prop-4*5 esprimono che il prodotto è commutativo e associativo. 

Queste Prop si dimostrano per induzione. 

Le P2 sono conseguenze immediate delle PI, e la loro verifica può 
servire per esercizio. 
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•i ab = ba Commx 

[ Dfx .3 0X0 =0 (1) 

afXo • Oxa = . Dfx O- OXv«+l) = Oxa-j-O = (2) 

(1) , (2) . Induct O- Oxa =0 (3) 

Dfx O- 1X0 = (4) 

ofiNo . iXa = « .3 lX(a+l) = lXa+1 = a+1 (5) 

(4) . (5) . Induct O. IXa =a (6) 

osNo . P'O . f 3) O. «XO = Oxa (7) 
rt,6fNo . ab:=zha , DfX O- «(^+1) = aft+a = 6a+a 

(6) . P-3 O. » = ba^la = (6-hl)a (8) 
(7) . (8) . Induct O. P ] 

•5 {axb)xc = axibxc) Assocx 

. [ {axb)x0 = aX{bxO) (1) 

a,6,C£No . (aò)c = a(bc) . DfX . Distrib( X ,+) O- 
(a6)(c4-l) = {àb)c-\-àb = a(6c)4-a6 = aipc^) = a[ò(c-hlì] (2) 
(1) . (2) . Induct O. P ] 

•6 axb =0 . a-=0 .3 6=0 
•7 ac = bc . C'=0 r). a=zb 

^ 2. aJhc4eN^ O- 
'i {n+b){c+d) = ac+bc+ad+bd 

•2 (a+b){b+c){c+a)+abc = {ab+bc+ca){a+b+c) 



Si noti che le P2-2-3 non si alterano scambiando i segni + ® X 
fra loro. 

I numeri 2xX 3xX, ... 9xX 
si leggono venti, trenta, ... novanta. 

II numero 3xXh-5 leggesi « trentacinque * sottintendendo il segno +. 
Abitualmente nella scrittura si sottintende pure il segno X, e lo si 

scrive 35. 

In generale se a e 6 sono cifre, si pone 

ab = aXX^b Df 

(In tal caso nel prodotto aXb il segno X non si può più sottintendere). 

Ne risulta cosi 10 = lxX + = X, 
cioè il segno X dei Romani può essere sostituito dal simbolo composto 10, 

Si noti pure 02 = OxX + 2 = 2. 
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(Quadrato di a) = a-. 

(Cubo di a) = a'. 

Questi nomi sono tolti dalla Geometrìa. Anche le potenze successive 
verso il 1500 avevano nomi speciali, ora andati in disuso. 

I numeri X« X' X« X» 

leggonsi anche cento, mille, milione, miliardo. 

Alcuni alla parola bilione attribuiscono il valore X', altri il X**. 

X* si legge XxX' « dieci mila » X*" si legge X*xX' « centomila ». 

I numeri X^, X*. X*,... diconsi anche « unità, decine, centinaia,... », 
Cosi due centinaia vale due cento. 

X^ dicesi anche « unità di ordine w+1 ». Questa seconda nomenclatura 
trovasi nei libri di aritmetica elementare. 

Coi simboli finora introdotti, cioè colle cifre 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 
9, con X, base del sistema di numerazione, e colle operazioni +, X; |^i 
possiamo indicare qualunque numero. Cosi 

2xX3-f4xX^-f-6xX-h8 
vale « due mila quattro cento sessanta . otto ». Si conviene generalmente di 
sottintendere nella scrittura i segni -f-,X e le potenze del X, scrivendo di 
seguito le sole cifre; sicché lo stesso numero sarà indicato da: 2468. 

Questa convenzione, resa possibile coll'introduzione dello per indi- 
care i posti vuoti, fu fatta dagli Indiani verso il +400: si è diffusa in 
Europa, per mezzo degli Arabi, nel 1200. 

REGOLE PER LE OPERAZIONI. 

Addizione. 
Sia a calcolare, cioè ad esprimere in cifre, la somma 4 321 

+ 8 765 

Scriviamo i numeri in disteso: 4X'+3X''+2X+1 

-f 8Xs+7X«-M)X+5 

Per la legge Assoc+ possiamo sommare 1 con 5 
e la somma precedente diventa: 4X'+3X'+2X 

+ 8X»+7X«+6X-f6 

Per Distrib(X,+), 2X+6X = 8X quindi la somma 
diventa : 4X»-f-3X« 

+ 8X8+7X'4-8X+6 

Per Distrib(X,+), 3X^+7X» = (3+7)X« = XxX» = 

IX'+OX* quindi la somma diventa: 4X' 

+ 8X» 

+ lX8+0X«+8X+6 



Infine 4X»-|-8X'+1X« = (4+8+l)X' = (X+3)X» = 
1X*+3X» e la somma diventa: lX*+3X»+0X«+8X+6 

sotto forma abbreviata 13086 

In pratica tutte queste ragioni si sottintendono, e si scrivono soltanto 

i due termini che si sommano, e poi successivamente le cifre della somma. 
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Prova. 

Nelle operazioni sui numeri c'è sempre pericolo di errare; né da 
questo perìcolo sono esenti i calcolatori provetti^ poiché ad essi si affidano 
appunto i calcoli più lunghi. 

Ogni calcolo esige la verifica, per poter essere dato come esatto. La 

verifica, o prova, spesso consiste nel far ripetere il calcolo da altra per- 

■sona. Se i due risultati coincidono, si ritiene che le operazioni siano esatte. 

Se è la stessa persona che vuol verificare il calcolo, conviene che ripeta 

il calcolo a distanza di tempo, oppure che cambi il metodo. Se Taddizione 

si è eseguita dall'alto in basso, la verifica si fa addizionando dal basso 

in alto. 

Moltiplicazione. 

TAVOIJ^ DI MOLTIPUCAZIONE x . , . ^ » . 

La tavola qui accanto da i pro- 
dotti di due cifre. 

La prima fila dà ì prodotti di 
questi numeri por 1, cioè essi stessi, 
per la PI 02 del §X. 

La seconda fila dà i prodotti per 
2, che per Df si ottengono aggiun- 
gendo a quelli delia prima fila essi 
stessi. In generale sommando i nu- 
meri della prima fila con quelli d'una fila qualunque si ottengono per Df 
i numeri della fila successiva. 

Questa tavola dev'essere imparata a memoria per eseguire le moltipli- 
<;azioni che si presentano in pratica. 

Si può facilitare questo studio ricorrendo alle proprietà del X. Esempi: 
2X8 (CommX) = 8x2 (per Df) = 8-1-8 = 16 
6X5 = 3X2X5 (AssocX) = 3x(2X5) = 3X10 = 30 
6x7 = 6x(5-|-2) {Distrib-h,X) = 6x5-}-6x2 = 30-1-12 = 42. 
Sia ora a calcolare 4 321X7 

<i sotto forma sviluppata = (4X»-f 3X»-f 2X-f l)x7 

Distrib(X,+) : = 4x7X«+3x7X»-f 2X7X+1X7 

Moltiplico le cifre = 28X»+21X«-f 14X+7 

Faccio i riporti = 3X*+0X*+2X*-HX-f 7 

abbreviato in =3 0247 . 

In pratica si procede da destra a sinistra pronunciando i prodotti par- 
ziali, e le loro somme coi riporti, e si scrivono solo le successive cifre del 
prodotto. 

Sia infine a a calcolare: 4 321X567 

Scrivo sotto forma sviluppata il 2® numero : = 4 321 X(5X'-|-6X-|-7) 

Distrib(X,+): = 432lX5X*-t4 32lx6X-t4 32lX7 

Calcolo i prodotti parziali colla regola precedente =: 2160 5oo 

+ 259 26o 
30 247 

-e li sommo =2 450007 
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In pratica Toperazione si suol disporre cosi: 4321 

567 



30247 
25926 
21605 



2 450007 
Si può scrivere il prodotto senza passare pei prodotti parziali, col ra- 
gionamento seguente. Sia ancora a calcolare 4321 X56T 
Scrivo sotto forma sviluppata • =(4X*+3X'+2X4-l)X(5X*+6X+7> 
Molitplico ogni termine della prima somma per ogni termine della se- 
conda e raccolgo insieme quelli che contengono le stesse potenze di X. 
Trovo =:4X5X5+(4X6+3X5)X*-H4X7+3X6+2X5)X»+(3X7+2X6+1X5)X«^ 

+(2X7+1X6)X+1X6^ 
Faccio a memoria la somma entro ( ), e i riporti, cominciando dall'ul- 
timo termine ed ho := 2 450007. 

Per riconoscere più facilmente quali cifre si debbano moltiplicare fra. 
loro, fu proposto (successivamente da Colson, Fourier, Cauchy), di scri- 
vere uno dei numeri a moltiplicarsi 567, su una striscia di carta, colle^. 
cifre invertite, cioè 765 e di disporre successivamente questa striscia sottO' 
al primo numero, dandovi le disposizioni seguenti: 

4321 4321 4321 4321 4321 4321 

765 765 765 765 765 765 

e si moltiplicano le cifre che stanno in colonna. 

Nei calcoli pratici si debbono spesso eseguire molte moltiplicazioni ^ 

perciò si è cercato di facilitarle. A questo scopo furono pubblicate dellei 

estese tavole di moltiplicazione. 

/g I regoli di Nepero, che ognuno si può fabbricare, sono più strisele di 

Y, carta, o legno, ciascuna delle quali porta scritta una colonna della ta- 

Vf vola di moltiplicazione. 

Vo I vari quadrati sono divisi con una diagonale da destra in alto a. 

^4 a sinistra in basso, e le due cifre dei prodotti si scrivono nei due trian- 

Vs S^^^ ^^® ^® risultano, come si vede dalla figura, che dà la colonna. 

/, intestata 4. Volendosi moltiplicare p. cs.654 per 7, si dispongano una 

V« accanto all'altra le striscie intestate 6 5 4, e si legga la 7-a orizzontale r 

essa è: V,'/.'/, 

e sommando per diagonali si ha il prodotto : 4| 5| 7| 8 

Fra questi regoli occorre anche quello intestato 0, e ogni colonna deve* 
essere ripetuta per poter moltiplicare numeri aventi cifre eguali. 

Una modificazione dei regoli di Nepero permette di leggere il prodotto- 
d'un numero di più cifre, per una cifra, senza fare delle addizioni. 

Ogni regolo, rappresentante una colonna della tavola di moltiplica- 
zione, è diviso in rettangoli. La figura rappresenta il rettangolo che, nella 
2 colonna intitolata 4 ha il posto 3. Esso contiene le cifre 2, 3, 4, cha 
— J3 sono le possibili cifre del prodotto, con delle linee. 
'^ Volendo moltiplicare p. e. 654 per 3 si dispongono di seguito i 
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6 

i8 



5 

i5 



ìì Jg Jg Ji 

la —0 I7 I4 



1 

3 



regoli intestati 06 5 4, nella cassetta rettangolare contenente i regoli, e si 
legge nella terza serie orizzontale dei rettangoli, cioè quella che porta 
«critto il numero 3 sulPorlo della cassetta, cominciando da destra in alto, 
« procedendo verso sinistra seguendo le linee tracciate, il prodotto 196 2. 

Sullo stesso principio Genaille e Lucas 
fabbricarono regoli per la divisione. 

Furono costrutte macchine che esegui- 
scono automaticamente l'addizione e la mol- 
tiplicazione ; ma esse sono complicate e co- 
stose. 

I logaritmi forniranno un altro mezzo 
<ìomodo per eseguire le moltiplicazioni. 

Le potenze dei numeri si calcolano, colla definizione, eseguendo suc- 
<5essive moltiplicazioni. Esistono tavole di potenze. Eccone un saggio : 

TAVOLA DEI QUADRATI 

00 IO 20 30 40 50 60 70 80 90 
ì^ 900 1600"§o00 àeoo 4000 Ó40Ò"~5IUD 

441 961 16SI 2601 3721 5041 6561 8281 



1 
2 

3 
4 

5 

6 

7 

8 
9 



ir 
1 

4 

9 
16 

25 

36 
49 

64 
81 



"iixr 

121 
144 

169 
193 

225 

256 
289 

324 
368 



484 1021 1764 2704 3844 5184 6724 8464 

529 1089 1849 2809 3969 5329 6889 8649 

576 1156 1936 2916 4096 5476 7056 8836 

625 1225 2025 30fó 4225 5625 72fó 9025 

676 1296 2116 3136 4356 5776 7396 9216 

729 1369 2209 3249 4489 5929 7569 9109 

784 1444 2304 8364 4621 6084 7144 9604 

841 1521 2401 3481 4761 6241 7921 9801 



I quadrati successivi sono disposti in colonna. Cosi volendosi il qua- 
drato di 76, si leggerà nella colonna intestata 70 e nella fila intestata 6 il 
numero 5776. 

Questa tabella si calcola facilmente colla P 
«fiNo .3 (a+l)' = a»+2a+l, cioè: l' = 0«+l, 2« = P+3, 3« = 2'+5, ecc. 

Dalle formule §|^21-2-3 si ha p. e. 11» = 121, 11» = 1331, 11* = 14641. 



PROPRIETÀ DEI NUMERI 
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^ 1. a,b,c,de Cls .^: 

•0 alxjc = (ab}jc : asjbc := a\jibc) : asjb^: .=:. (rts>6)3^ • «ZD^*^ •^- «IDv^'^^) • 
a\Jxjc = (ayjb'yc : a?£ (A>& .ir. irf(r(u!>) Df 

•1 (uJ)eCls -2 a^nséb -3 tì^aJ) 

•2 0^ = i^a Comm ^ 

•3 (CUj))yC = (Uà(bjC) = Owès/r Assoc w 



as>ò si leg^'e « /r o 6 » , e anche « somma lo^ca di a con 6 » . 

Es. a,6fNQ . aX&=0 .3- <2=0 .w. 6=0 

Se a e 6 sono numeri, il cui prodotto è 0, allora o è nullo a, o è 
nullo h. 

a,6£No : a-=0 .\j. 6-=0 O- a+6*=0 

Se a e 6 sono numeri; e se a non è nullo, ovvero se h non è nullo ^ 
allora anche a-\-b è diverso da » . 

Se nelle Pl'l*2*3... si scambia il segno \j con r>, e invece di aZib si legge 
63^1 si ottengono tante P del §f. 

La Pl*4 dicesi «comporre per somma logica», abbreviato in Compu» 

Es. a,6,c,cffCls . d~yKfC . b'Zyd . c^yd O- «Z)^ 

Questa forma di ragionamento dicesi « dilemma » . Essa è riduttibile 
al Compo e al Syll. Invero dalle ipotesi Compu si ha: a^y^tc . bjcZy^t 
e pel sillogismo si ha la tesi. 

Altro esempio : Arabi 3 Mussulmani . Persiani 3 Mussulmani. 

Componendo per w si ha: Arabi o Persiani 3 Mussulmani, 

cioè: Chi è Arabo o Persiano è Mussulmano. 

Ma in questo caso, nel linguaggio comune si dice pure « Gli Arabi e 
i Persiani sono Mussulmani » cioè, a seconda del contesto, la congiunzione 
€ del linguaggio ordinario, corrisponde ora ad n, ora a \j, 

2*2*3 Proprietà commutativa e associativa dell'operazione w. 
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3. afìfiz Cls .3- 
•1 xta .w. xEh .=. xE ajb Distrib(s,w) 

•3 &3« •=• cuJ)=a 



4-1 a,&,cs Cis .3- rt(6w(^) = àbyéac Distrib('>,^) 

•1 o;^ xea \y. xéb ) ^ ajb Distrib(3^) 

•2 owft = X3(CE Cls . a 3<^ • &ID^ Oc- ^^<^) I^P ^ 

- ije 6. a,6,c,rfeCls .3 



3*1 Dire che x è un a x è un 6, equivale a dire che as è un a o 6. 
Questa Prop dice che il se^o b è distributivo rispetto ad w. 
Il segno 3 woJ^ è distributivo rispetto ad w. 
Es. No' D 4No w (4Xo+l^ 

Ogni numero quadrato è un multiplo di 4, o un multiplo di 4 più 1. 
Sapendo che 49 b Nq*, deduco che o 49 è un multiplo di 4, ovvero che 
è un multiplo di 4 più 1; e questo è il caso, poiché 49 = 12x4+1. Ma 
dalla proposizione citata non posso dedurre 

No* D 4No .w. No' D 4No+l 
« Ogni quadrato è un multiplo di 4, ovvero ogni quadrato è un mul- 
tiplo di 4 più 1 », poiché queste Prop sono amendue false. 

Una Prop della forma à^jb^jc dicesi « giudizio disgiuntivo ». 
4*1 L'operazione n è distributiva rispetto alla w (come la X rispetto 
alla +). 

Es. Elettore =: Maggiorenne rs (Istruito w Proprietario) 

si può trasformare in 

Elettore = (Maggiorenne r^ Istruito) u (Maggiorenne r^ Proprietario) 
5*1 II segno 3 è distributivo rispetto ad w; cioè 

xd[{xea)J^xàb)\ == [x3{xBa)\j[x3{XBb)] -=. aJb 
*2 La classe aJb è formata dagli x tali che, comunque si prenda una 
classe e che contenga a e che contenga &, sempre si ha che x è un e. 

Questa Prop ha i caratteri d'una definizione possibile, poiché il primo 
membro contiene il segno w, che figura solo nel presente %, mentre il se- 
condo contiene soli segni dei §§ precedenti. 

6*1 La negazione del prodotto logico di a e 6 è la somma delle nega- 
zioni di a e &. La *11 è un'altra definizione possibile del segno u; cioè a 
o b vale: non (non a e non b). 
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6-2 -(ow^) = (-a)(-6) -21 ooft z= -[(-aM-6)] 

•3 a-6 3<^ •=• <^3 ^ Transp 

•4 a6 3 ^^ •=• ^^^^ 3 ^ •* Transp 



§10 a 
1. a,&£Cls .3- '^ a^ •=• -(a 3"^) ^^^ 

•01 goò .=. a(a^) Df 



•2 La negazione della somma è il prodotto delle negazioni. 

Queste ultime proprietà furono enunciate chiaramente da de Morgan 
nell'anno 1858. 

•3-4 Esprimono altre regole del « trasportare » . 

Esempio 1. a,6,cfNo . ac^bc . c-=0 .3- ^=^ 

Trasportando colla regola 6-3 si ha: 

a,6,ceNo . ac=6c .3- ^=^ •'^- ^=0 

Esempio 2. afisì^o . aX6=0 .3- «=0 .v^. &=0 

Trasporto colla regola del §-1*3, ed osservo che la negazione dello somma 
è il prodotto delle negazioni; essa diventa: 

a,6«No . a-=0 . ò-=0 .3. aXb -=0 

La scelta di una delle definizioni possibili 5*2 e 6*11 come definizione 
efiettiva del segno u, e la deduzione delle Prop di questo § dalla Df e da 
quelle dei §§ precedenti, è una questione di Logica su cui qui non pos- 
siamo fermarci. 

§3 
Il segno a si legge « esiste » « esistono » . 

•0 Se a è una classe, dire che esistono degli a vuol dire che la classe 
a non è contenuta in -a. 

goAft « esistono degli a e b » equivale alla proposizione particolare 
« qualche a è b », 

•1 Se 05 è un a, allora esistono degli a, E precisamente per provare 
l'esistenza d'una classe si porta l'esempio d'un x appartenente alla classe. 

Es. OaNo .3. aNo 

•2 Leggendo ab invece di a, e osservando che aZ)ab .=:. aZiby essa 
diventa : 

a36 . a« O. a«^ 
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l'3 'Korb .3- a^.aft 
•i a3&-=. aCls^C3(a=fryr) Dfp 



2. a,6,c£Cls .3'- 

Elima? 
•2 a 0?^ a ys[{o(^jy)sa\ .=. a ya a a?5[(a7;y)£a] .=. aa 



Se ogni a è 6, e se esistono degli a, allora qualche a è 6. 

In logica questa P esprime la conversione della proposizione generale 
in particolare. La condizione ^a è spesso sottintesa. 

Però, anche se colle lettere a fi.., indichiamo classi effettivamente esi- 
stenti, il loro prodotto arò può dare benissimo la classe nulla o vuota. 

Cosi dalla Prop « il dragone e un serpente che soffia fiamme » , che si 
può ritenere vera per definizione, non si può dedurre che « esistono ser- 
penti soffianti fiamme » . Questo esempio fu riportato nella Logica dello 
Stuart Mill, ove l'A., invece della regola esatta 1*2, ne deduce impropria- 
mente che ogni Df affermi l'esistenza della cosa definita. 

Ora come in Algebra si considera una quantità, la si chiama ce, e dopo 
un calcolo la si può trovare =0, cosi in Logica matematica si presenta il caso 
di incontrare una classe indicarla con una lettera, o segno, e trovare che 
essa è la classe nulla. Certo era inutile introdurre un nome nuovo per in- 
dicare lo o il /\, quando ciò si sappia; ma può essere utile il farlo fin- 
ché non lo si sa. E precisamente i segni num, max,... possono dar luogo 
a non esistenze. 

Analogamente tutte le forme di sillogismi che trovansi esposti nei 
trattati di Logica generale, e in cui da due proposizioni universali si de- 
duce una particolare, sono insufficienti. Sonvi in esse tre premesse, due 
dette, ed una, l'esistenza d'una classe, sottintesa. 

Quest'osservazione trovasi in tutti i libri in cui la Logica è trattata col 
sussidio dell'Algebra. 

21 Dire che se la coppia {x\y) soddisfa alla condizione a, ne risulta, 
qualunque si siano x e y^ che y suddisfa alla condizione 6, equivale a dire 
che se esiste un x tale che {X'^y) soddisfi alla a, ne risulta qualunque sia 
y, che y è un 6. 

Il passaggio dalla prima proposizione alla seconda dicesi « elimina- 
zione della X » . 

Esempio di eliminazione: 

Syll .3: oéCIs . aZy) . xea .3- 2Cfi& 

Elim x .Z)' aeCìs . a^ìb . ga .3- 3^ 

che è la §3! 2 

2'2 Dire che si può determinare un x tale che si può determinare un 
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2*3 iT^ja f/^xea . (ir;j/)£6]j = X3\xea . '3 y3[(x;j/)£b]\ 

•4 ^,af^x3\^b^ì/3[{x;y)ec]\ .=:. ^ b^ y3\^ af>x3[(x;y)€c]\ 

•5 a (ir;//)5(jc£a . yeb) .=. aa . a6 

•6 ^^[jcaa : t/eft .^y. (^;i/)^<^] = ^3[y£b r)y, xea . (ir;2/)ec] 

4e 3. a.beCìa r): 
'i a(aw&) .=. aa .w. a6 } Distrib(a,w) } 

•2 a^ft .=. a Cls« (?3(awc =6) 

jje 4-0 /\ = a?3(ae Cis Q^. iraa) Df /\ 

a,6fiCls .3- ** AID^ *^ ^'^A = A 
•3 asj/\ = a 'A aw6z=:/\ .=. a=/\ .b=^/\. 

•5 a=/\ .u. 6=A O- «&=A 
•6 o-a =/\ 

•7 a^ft •=• ^^& =A Transp 

•8 aa .=. a-=/\ '9 a=/\ .=. -aa Dfp 



y tale che il sistema ix\y) soddisfi alla condizione a, equivale a dire che 
si può determinare un y tale che sì possa derminare con x tale che il si- 
stema soddisfi alla stessa condizione. 

4*0 II se^o /\ si legge « nulla », o « classe nulla » o « classe vuota ». 
rtn6=/\ indica la P uni versalo, negativa «nessun a è 6». 
Le P*2*3-4*5 corrispondono alle aritmetiche: 
a,6fNo -D: axO = a-{-Oz=za 

a+b = .=. rt = . 6 = rt = 0.w. 6 = 0.3 aX6 = 0. 

Si badi che non possono sussistere calcoli su due sistemi differenti di 
oggetti, ed aventi le stesse proprietà; poiché due enti aventi le stesse pro- 
prietà sono eguali. Cosi mentre in aritmetica l'ultima proprietà è inverti- 
bile, cioè: a,6fNo . aX6:=0 .3* « = .w. 6 = 0, 
la P4*5 non si può invertire. 

•7 Ogni a è 6 vale nessun a è un non 6. 

Le P'8'9 collegano i segni 3 e /\. Si potrebbe far a meno di uno di 
questi segni. Qui si preferisce usare il segno g. 

Il segno /\ fra P si può leggere « assurdo » , e sussistono le proprietà 
precedenti. Esempio : La §+1*5 : o^No .3- ^+1 -^0 

Transp colla regola '9 diventa : ofiNp • «+1=0 .=A 

Oper aa: N(/vi3(a4-l :=0) =A, e per la '8 -aNooa3(a+l=0). 
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§11 i 

• 

1-0 IO) = f/3(j/=X) Dfc 

•01 ys IX .-=.. ysiix) : «3 '«^ •=• «ZX'^) • «='^ •=• a=:(«£c) Df 

•1 ye tX .=. y=X [ DU . Oper yi O. P ] 

'2 oeCls .3- ^^« •=• ^ ID^ 

[ §e 4*3 O* «fi Cls . xfa . ub tx O» yf « '1) 

(1) . Export 0-*« «fi Cls . ac«a 0« yfi ^^ -"Dy • yfi« (2) 

(2) . Oper yi O^ ^^ Cls . a^a O» fx Z)« (3) 

§= -1 0- 2c« wc (4) 

(4) Oi ofiCls . <x3« O- iìce UIC . /ac3« O» ^fi« ip) 
(3)(5)DP] 



§12 Cls' 

4( 1-0 Ae CIs .3). Cls^ft = Cls A jc3(.r3A-) Df 
iiyVjWe Cls'N^ . acN^ .^. 

•1 ?^+a = ir3[a u^ y3{x = y+a)] Df 

•2 a+i^ zzz » » (ìt = «+//)] Df 

•3 w+w 1= ,r5[a(?y; j)5 {yeu . jfiy . iz; = /y+2^)] Df 

•i a+w 1= M+a '5 ?/+«? = v-^-u I Comm + j 

•6 t^+(?7+?/?) = (w+'')+M? = U'\'V'\-w j Assoc + j 



1*0 IX ^ che si legge « eguale ad oc », indica la classe degli y tali che 
y è egaale ad x ; cioè la classe composta del solo individuo x, 

•01 Abbreviazioni di parentesi. 

*1 y è eguale ad x significa y eguaglia x. Basta operare con xb sulla 
Df di t. Quindi il segno -=. è equivalente al gruppo Bt, 

•2 Esprime una Prop singolare mediante una Prop universale. 

§Cls* 
1*0 «Se k è una classe, allora col simbolo Cls'fc, che si legge « classo 
di ^ > , si intende : classe contenuta in k. 
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Cls' 



•*-'3 (X I +)PlM--3 

•i au = ua '5 w!? = 2?i^ 

•7 a{u+v) = aw+ai? 

•8 w(a+6) ^ wa+w6 

3. w,i?8 Cls'Nj . a,6fiNo O- 
•i--3 (1^1 +)Pl-i--3 

•6 {?/f^a)(^6 = wl^(a6) 

•7 (axbfu 13 ^^ X 6(^e^ 



Df 

•6 t^??u?) = {uv)w = w?n/> 

•9 t^r+M?) 3 wi;+wi^ 



Df 



•5 (wX^)" = u^'Xv 



a^.b 



•8 t^"-^' 3) w^w 



•1 Se w è una classe di numeri, e a è un numero, w+a indica le 
somme della forma y+a, ove y è un numero qualunque della classe u. 

•3 u-\-v indica l'insieme dei numeri che si ottengono sommando un 
u con un v. 

2'l-*3 Sussistono le stesse definizioni l-l-*3, leggendo X invece di +. 

Il segno I qui si legge « invece di », o « al posto di »; sicché le 2'1*3 
si leggono: 

Le 2*1- 3 si ottengono scrivendo X invece di + nelle Pl*l-*3. 
3*l--3 Si ottengono scrivendo |^ invece di + nelle Pl-1*3 

Sussistono per le somme aritmetiche di classi le proprietà delle somme 
di numeri. Cosi pure pei prodotti e potenze. 

Si osservi però che la 2-8 non è invertibile. 

Per es. NoX(l+l) = 2xNo = « numero pari ». 

invece NoX 1+NoX 1 = N^ 

e mentre la prima classe è contenuta nella seconda, non sussiste l'inversa. 
Lo stesso per la 3* 7 8. 

In generale se un'uguaglianza è vera qualunque si sia il numero ar, 
e se ambi i membri contengono la lettera x scritta una sola volta, essa 
continua a sussistere se al posto di x leggo m. Ma se il primo membro 
contiene la x scritta una volta, e il secondo la contiene scritta due volte, 
leggendo al posto di x la classe w, il primo membro è solo contenuto nel 
secondo. 
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§13 N, 

m 1-0 N, = N,+1 Df 

•i NON, 

[ ofiNo . b=a+l . §+1-2 O. òfiNo (1) 

(1) . Elima O: 3 No<vi3(6= a+l) O- àeì^^ 

(2) . DfN, O: &fNi O. 6«No (3) 

(3) . Operò? .3 P ] 

•2 N, = ^O^N, 

[ §+11 . §/l-2 . PI O. «0 D No . NONo . Cmpw O- «0 u Nj D No (1) 

§=•1.3 Osto (2) 

Df Ni 3: asNo 3- a+1 eNj (3) 

(2) . (3) . Induct 3. No D «0 w Ni (4) (1) . (4) 3. P ] 

•3 -£ N, 

[ §+1-5 O: ««No . 6=a+l 3. 6-z=0 

Elim a . DfN, 3: ftfNi 3. 6-fi«0 

Comm(-,£) 3« ^«Ni 3- òs-K) 

Oper 03 3. Ni D -(0 

Transp 3. <0 D -N^ 

§d-2 3. P ] 

•4 N, = N,-fO Dfp 

[ P-3 . OpeiwO 3. No-K) . = Ni-(0 . Ni-<0=Ni 3. P ] 



1*0 Ni, che si legge « numero naturale » , indica i successivi dei numeri. 

•1 Ogni numero naturale è un numero. E la Pp 1*2 del §+, diver- 
samente enunciata. La Dm analizza i vari passaggi della trasformazione. 

La Pp citata è afiNo .3- «+1 «No. 

Pongo 6=:a+l; ho ofNo . 6= a+l .3- ^^^0 

Se a è un numero, e se 6 è eguale ad «+1, anche 6 è un numero. 

Qui THp contiene due lettere a e 6, e la tesi la sola lettera b. Quindi 
a questa Prop si può applicare la regola dell' eliminazione. Essa diventa: 

aa3(a£No . 6=a-{-l) .3- bsì^o 
O Distrib(3,n) : 3 Nor^a3(6= a+1) 3- àsNo 

Se esiste un numero a tale che sia b eguale ad a+1, allora ò è un 
numero. Ma per Df §ClsTl-l essa diventa 

òsNo+l 3' ò^Nq, onde per Df Ni, e Oper b3 si ha la P. 

•2 La classe dei numeri è formata dal numero e dai numeri naturali. 

•4 I numeri naturali sono i nimieri non nulli. Si può assumere per Df. 



1-5 N„-N, = ^0 

^ 2. a,6,c,rffcNoO- 
•0 &>a .=. bea+ N, Df > 

•01 a<6 .=. b>a Df< 

[ Xyi/s^i . c= 6+y . b=z a-\-x O- <^= fi^-3ci-y = ^+(.r+.y^ O- ^>^ W 
(1) . Eliiii(x;i/) .3 P ] 

•2 6>a .=.!;+(?>► a+c 

[ xeSi . 6= rt-f-x O- ^-K* = rt+af+c = a+c+a^ O- &-K 5 «+^ (1) 

(l).(2).EliinxO. P 1 

•3 6>rt . rf>^ .3 ^ + ^^ > ^ + ^ 
[ Hp . P-2 .3 b-Hl > a-Hl . a-Hì > ai-c . PI 3. Ths ] 

•4 a=0 .w. a>0 [ Pl-2 3. «f K)uN, 3. P ] 

•5 amb .y. a<;b .y. a^ft 

[ «sNo . 6=0 . P-4 3. P (1) 

rt,6f Xo . a=b 3. rt< 6 1-1 (2) 

. a<6 3. «> (3) 

. ceSo . rt= ò-t-( c+1) . P-4 3. rt= 6+1 .sj, a> 6+1 (4) 

. a>6 . (4) . E lime 3- » (5) 

: a=r6 .u. a<6 .w. rt>6 : (2)i 3X5) . Cmpw 3^ 

a< 6+1 .\j. a= 6+1 .w. a> 6+1 (6) 

(D . (6) . Induct 3. P ] 

•6 -(r/>a) [ -£ Ni 3- a+0 -£ a+Ni ] 

3. afie^^ r): -0 6^a .=. a^b .=. be a+N, Df^ 

•1 » » .=. -(&<Ca) D^ 

•2 » » .=:. 6>>a .y. 6=a Dfp 
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1*5 La classe dei numeri non numeri naturali è costituita dal soloO. 
2*0 Essendo a e 6 dei numeri, si dice che 6 è maggiore di a, e si 
scrive 6>a, quando 6 è la somma di a con un numero naturale. 

•01 E si dice che a è minore di 6, e si scrive a<6, quando 6 è mag- 
giore di a. 

•2 Da 6>a si deduce 6+c > a+c, e viceversa. 
3*0*1*2 Si dice che 6 è maggiore o eguale ad a, e che a è minore o 
eguale a 6, e si scrive 6^a, e a^b, quando 6 è la somma di a con un nu- 
mero, ossia quando 6 non è minore di a, ossia quando è 6>>a è 6=a. 
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^ 40 aeNo . be a+N^ .3 a-b = (a+N,) -(i^+N,) Df - 
•| » a'-b == No^j^(a^x^6) Dfp 

•2 » . cfNo .3 ^+(«"*fc) = {c+ay"(c+b) 

Distrib(+,-) 

•3 asN^ .3 ^'"^ ^= ^^ 

•4 (0-a)+(0-6) = 0-(a+6) Distnb(0-.+) 

•5 0'"a = O-'i^ .=. a=b 

•0 a^& .=. 0-fl 3 0"*^ •=• ^^ 0-b Dfp 

•7 No = NoX(a4-l)+0-a 

^ 5. a,b,réN^ r): 

i be N^xa . ce N^xb .3 ^^ N^^xa [ (x|+)P2i d p ] 

•2 teN^Xa .3 N,Xft3NoXa 

[ P-l . Export 0-- cibS^ . be NoX« O» cf NqX^ O- ^^ NgX^ 
Oper C3 O- P ] 

•3 byce NoXa 3 ^+'^ ^ N^xa 

[ £C,y€No . h^zxa . c=zya .3* ^+c = (ic+y)a O- ò+c « NoX« (1) 
(1) . Elim(x;y) O. P ] 



a"'b si può leggere « da « fino a 6», o brevemente « a fino 6 >, e 
indica la classe dei numeri compresi fra a e 6, questi inclusi. 

NoX« si suol leggere « multiplo di a ». 
5*1 Se a è un numero, e 6 è un multiplo di a, e e è un multiplo di 6, 
sarà e un multiplo di a. 

Questa P, colla Dm relativa, si ottiene leggendo X invece di + nella P2'l. 

•2 Se a è un numero, e 6 è un multiplo di a, alloro ogni multiplo di 
& è un multiplo di a. 

•3 Se 6 e e sono multipli del numero a, anche b-\-c è un multiplo di a. 

Infatti, se x,y sono numeri, e se 6=acX«, e c=yX«, per Distrib(ac,+), 
sarà 6-["C = (ac+y)rt, onde ft+c è un multiplo di a, (1) 

La Prop(l) contiene nell'Hp le lettere x e y che non figurano nella 
Ts; quindi si possono eliminare, e si ha la Prop: 

a (^;iyM3?»y«^o . bz^xa . c=ya] .3 6-fceNoX«. 

< Se esiste una coppia di numeri x e y tali che sìa &= xa e c= ya, 
allora sarà b-\-c un multiplo dì a » . 

Ma per §a2*5, r« esiste » si può distribuire alle due lettere se e y, e 
la Prop diventa: 

a a?3(wCfiNo . 6= xa) , g y3(ì/sìÌQ . c= ya) .3. Ts 
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5-4 NoXa+NoXa = NoXa [=P-3] 

•« 6,6+ceNoXa .3 caN^xa 

•fi &s NoXa .3 bc e NpXac 

•7 m,ne NoXc .3 «^^+&^ ^ N^^xc 

•8 a(a+l) £ 2No . a{a+lXa+2) e 6N0 . a{a+l)(2a+l) e GN^ 

•9 a+& e 2No .=. a,be 2No .w. a,6€ 2N^+1 

6. a,b,CydeS^ .3 
•0 a>6 .3 ctc'>bc 

[ xsì^i . a=&+^ O- ac = 6c+ajc O- ac>6c (1) 

(1) . Elima; O- P ] 

'i ac'^bc 3- ^>* 

[ PO . a^ .ZDac^bc, Transp O- P ] 

•2 a>6 .=. ac^bc [ =poi ] 

•3 a>6 . (?>d 3- ^^ > ^^ 

[ Hp . P-0 O. ac>òc . bc>bd O- Ths ) 

•4 a>6 . c>d 3- ^c+bd >► ad+&c 

orf+òc = 2bd+bt/+dx O- Ths ] 

7. a,6,m,n£N, 3 
•1 a>6 3. a'^^b'^ 
[m = l.D. P (1) 

meNj . a>6 . aw>.5w .3. a»H-i>&»H-i (2) 

(1) . (2) . Induct O. P ] 

'2 a>l . m>/l 3- ^'^ > ^** 
[ Hp . peNj . m = 7?+j9 O. a|\?i+p)=a|^yiX«hp • ^P>^ O- P ] 

^ 8-i No' 3 4No o (4No+l) 

[ No = 2Now(2No+l) • (2No)«D4No . (2No+l)* D 4No+l .3 P ] 



Se esiste un numero x tale che sia h'=^xa^ e se esiste un numero y 
tale che sia c^rzya^ sarà vera la tesi. 

E per la Df§Cls'21 si ha la Prop enunciata. 

•8 II prodotto di due numeri consecutivi è sempre pari. 

8*1 Ogni numero quadrato è un multiplo di 4, o un multiplo di 4 più 1. 
Esso è pure un multiplo di 3, o un multiplo di 8 più 1. E cosi via. 
Le prime Prop trovansi nell'Aritmetica di Theone da Smirne. 



N, 33 

N,' D 3No w (3N,+1) N,« D 4No o (8N0+I) 

No* D 5No o (5No+l) o (5No+4) No* D 7N, w (7No+l) w (7No+6) 

No' D 9No w (9No+l) o (9No+8) N^* D 5N, y (5N,+1) 

4( 9. 

•1 Nj 3 N,»-hN.»+N,*+N.» { Bachet a.l621 p.241 : 

« Omnem autem numerum vel quadratum esse vel ex duobus aut tribus 
aut etìam quatuor quadratis componi, satis experiendo deprehcndis. » | 

{Dm. Fermat t.l p.305; Lagrange a. 17 70 t.3 p.l89 j 

•2 N,'+N,' 3 N,-N,' i Alchodschandì a.992 { 

•3 N,*+N/ 3 N,-N,' { Fermat t.l p.327 j 

•4 nfiNo+3 .3 N.'^+N,'* 3) N^-N,** j Fermat t.l p.291 : 

« Cubam autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos quadrato- 
quadratos, et general iter nullam in infini tum ultra quadratum potestatem 
in duas eiusdem nominis fas est dividere: cuiiis rei demonstrationem mi- 
rabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas non caperei ». | 

^ 11. a,&£N, .a-=6 .3. 

•1 «•+&' > 2ab [ P60P ] 

•2 2{a'+b^ > {a+bf [PiDP] 

•3 (a+&)'>4a& j EuCLiDES vi P27 j l PiDP] 



9-1 Ogni numero naturale è la somma di quattro quadrati, di cui al- 
cuni nulli. 

Verificato esperimentalmente dal Bachet, e dimostrato da Fermat e 
Lagrange. 

'2 La somma dì due cubi non è mai un cubo. Dimostrato da Eulero. 

'3 La somma di due quarte potenze non è mai un quadrata. 

*4 Se il numero 71 è maggiore di due, mai la somma di due potenze 
n è una potenza n. Enunciato da Fermat, il quale scriveva sul margine 
delle opere aritmetiche di Diofanto ; e la ristrettezza del margine non* gli 
permise di scrivervi anche la Dm, la quale manca tuttora in generale, 
benché la verità della Prop sia provata per moltissimi valori di n. 

11. Se si fa tìf=6, tutte queste diseguaglianze diventono eguaglianze. 

Queste Prop si estenderanno a quantità qualunque. Allora la '3 p. es. 
si può leggere: Data la somma a-\-b di due quantità, il loro prodotto è 
massimo, quando esse sono eguali ; dato il prodotto oò, la somma a+6 è 
minima quando esse sono eguali. 

Parecchie di queste Prop si possono pure dimostrare ricorrendo alle 
Prop del §n. 

Pbano, Aritm. 3 



11-J a'+b' > ab(a+b) | H.vkbiot p.79 | 

l P'I O- (o'+S'ii;o+6)>2<iJ(n+6) O- P 1 

■5 2(a'+!)') > (a+liXa'+li') 

[ P-4 O- 2(<(»+6')>n&;fl-H.)+n»-Hi' O. P 1 

■6 éCa'+ft") > (a+W 

[ P-5 O. 4(/i*+6»)>(«+(.)X2i<7=-|-ò') . P-2 O- P 1 

•7 3<«'+fl'è'+&') > (a'+rt6+67 i Bertrand a.l855 p.U2 } 

■8 2(a'+a'6'+ii') > 3ni)((j"+!)') 

•9 4((l"+a6+6')" > 3 V+»W I Harriot a.l631 p.85 I 

■91 3'(a'+<l'6+(l6'+6V>4'(i'6'((['+<i'i+'j')' 

12. <l,6,ceN, . H<i=!i=a;) O. 
■II a*+b'+c*> ab+ac+ftc [pil-OP| 

•18 3{a'+V+i^ > (a+lj+cf > 3(a(;+(K;+6(;) |p-ioP| 

■13 a^b^c . a+b>c O- 2(a!>+(lc+6c)>(i"+6"+c' 
I Hp O. (S+rto>»' . (c+o)6>6' . (»+6)c>c' .3 P ] 

■15 2{a-+b'+(fì>a\b+c)-\-b\c+a)+A.a+b) [piioP) 

■1 6 3(a"+6"+<^ > (a+b+cX'i'+b'+c'ì [ Pi5 D P| 

■17 !Ha'+b'+c^>{a+b+cXal>+ac+bc) ( Pll , p-16 o pj 

•18 9(a'+V+lf)>(it+b+cf [P-ie-.-P^HOPl 

■1 9 a\b+c)+ì>'(c+a)+c^a+b} > 6alx [ pil i o p ] 

■SO (l'+ft'+c" > Sabc [P15 . p.i9 .3P ) 

i ■IM 2^1 9^20 Harriot a.l631 p.84 ( 

•21 S(a'+b'+c-)>3[a+bfa+cXb+r) |P15 . p-20 OP) 

■11 {a+b+cXa'+W+(^>Ìaltc [ P19 . P-20 OP ] 

23 2(a+b+c){a'W+àì>3lilXb+c)+b\c+a)-i-c'{a+b)] [P-15 dP] 

■it {a-\-b+c)'>3'ahc ( P-19 . P-20 .3 P I 

IHaRRIOT a.l631 p.85 : i Si quantitas aecetur in trea partea in»- 
qnalea Cubna è tertia parte latina miyor est aolido è tribua partiboa inEequa- 
llbna. Si eint quaatitatia trea partea intequales p, q, r, eat... 

■25 (a+6X6+c)(c+(i)> 8a6c ( p.is 3 pj 
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12-26 a'+b'+c'+Salic > (j'(6+r)+)<V+a)+(;^<i+6) 
■27 a->lO>c .3 n'ii+ll'c+l^a > a'c+b'a+ifb 
■30 (ab+(If+!w)'>3fl&c(rt+&+0) [ ^6c,ra,«h) I («A 
■31 a'+&'+c*>atc(fi+i+c) 

[ (a',6',c».]((i.6,r.P-ll O. «*+&•+(*> a'6'-|-a«c»-H»'c* 
lfl6,ac,&<-p|i<f,MI''ll O- «'fc'+(iV+ft^;»>a6c(a+6+ 
ll).(2ì.3 l'I 
■32 la+b+rXa-+V+c'»(a'+lf+<^ 

1f 13. o,i,c,rffN, , ■ia=lt=c=ilì .3. 
■1 4(o"+6"+c'+(iì>(o+6+c+rf)" 
•2 3(a"+6'+c'+(f) > 2(n6+(lc+<K(+!»;+6rf+C(i) 
■3 !ì{a+h+c+df >8( • . ) 

j ■2-3 MacLaukin a.l726 LondonT. t.34 p.l09, K 
■4 uAc.dcN, . ■Korf = !/(■) O^ (<'■+'') (c"+<?) > (' 

■6 u,b,c,d,e.feì^,.-{arf^b(lf^cde) Q. 
(a"+W+f')x(rf'+«'+/")>(<i<l+6e+c/)' 

^ 14. fl.b,wieN[ . «■^=/» .3)- 
•1 a'^'+b'*' > ab(a'+-b'} 

[ Hp . n>6 .D, a"i+i>6"i+i . pe-4 .3 P | 
■2 2"(o"*'+6»*')>(n+6)-^' 



SOTTRAZIONE E DIVISIONE 



§14 1 

afCls . aa : oo^yeu r^x.y. x=iij :3- 
•0 z=7a .=. a^=iz Dfi 

M fteCls r^.\ m £b .=: a= tir .^^.. xeb ::=: 

a ^3(a= U7 . web) :=: a a^6 :=: a^ Dfp 

•2 7afa '3 t{7a)=a 'A i(tx)=x 

•5 /\=7 oo3[a£Cìs .3^. a-a=:r| Dfp 

•6 0= ?(No-N,) Dfp { No-Ni = tO . Oper J O- P ] 



Sia X un oggetto qualunque ; ^ è la elasse formata dal solo oggetto x. 
Viceversa, sia a una classe contenente un solo oggetto; con ja, che si 
legge «l'a», o «quell'a», si indica quell'oggetto che costituisce la classe. 

•0 Se a è una classe, ed esistono degli a; e se, comunque si prendano 
due individui x q y nella classe a, sempre si ha ir=«/, cioè se la classe 
contiene un solo individuo, allora diremo che z^ia quando la classe a è 
indentica alla classe tz, 

•3*4 Esprimono che i due segni i e i l'uno dopo l'altro si distruggono. 

•5 E una definizione possibile del segno /\ della classe nulla. 

A è quell'cc tale che, comunque si prenda la classe a, sempre si ha 
x^M'^; cioè nulla è il valor costante dell'espressione a-a, qualunque sìa 
4^ classe a. 

Si noti che la Prop §a 4*6 : as Cls .3- ^^"^ =A 
non è una Dfp, poiché in quest'eguaglianza un membro contiene la lettera 
a che non vi figura nel secondo. 

Invece l'attuale 5 contiene un simbolo costante y\> ® nell'altro figu- 
rano due lettere x ed a, ma queste lettere vi figurano solo apparentemente ; 
si capisce che il valore, o significato del secondo membro non varia se al 
posto di X leggo y; e al posto di a, b. 

Una lettera si dice « apparente » in una formula, quando il valore, o 
significato, di quella formola è indipendente dal nome della lettera. Si dice 
« reale » , quando il suo valore dipende dalla lettera. 

Nell'espressione a-rt=x le lettere ce ed a sono reali. 
In a€ Cls .^a . a^a =x, la lettera x è reale, la lettera a è apparente. 
In X3 (a^Cls .3a • (^^^ =P)» la lettera x è apparente. Poiché quest'espres- 
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§15 - 
^ 1-0 afN, . be a+N« .3 6— a = 7[No « X3{x+a =b)] Df — 

[ Hp O- a \ ^ X3(b=: x+a) (1) 

Hp . x,yfXo . 6= x+a . b=z y^ . §+ 45 O. a*=y (2) 

(1) . (2). §iP-l O. 6— a £ Xo ^ a?3(a5+a = ^) ) 

•2 a,6£No O- (&+«)—« =6 

[ (6+«) |6 PI O. [(6+«)— a]+a = 6+a . §+4-5 .3 P ] • 

•3 ae^^ .3 a— =a . a— a z=Q 

[ a+O z=M . Oper — . Oper— a .|^. P ] 
•4 afijCSNQ .3- «+&— ^ = (^+&) — ^ . 

a — 6— e = (a— 6)+<^ . 

(a—b—c = a^b)—c Df 

•5 t,r£N^ , r/fi 64-<^+N^ O- ^—(b+c) = a—b—c 

[ a — b—C'\-{b 1-r) = a — b — c-\-{c-\-b) = a—b—c-{-c-{-b = 

a—b+b = rt . Oper — (ft+c) O. P ] 



sione non contiene più alcuna lettera, ci è permesso, preceduta dal segno 
j, indicarla con un segno costante /\. 

•6 Si ha jO = No-Ni 

cioè dagli No sopprimendo gli Ni si ottiene la classe formata dal solo 0; 
di qui, operando con 1 si ha: 

0= KNo-NO 
« è quel numero che non è il successivo di alcun numero » . 

§- 

1*0 Se a è un numero, e ò è un numero da a in poi, allora con b — a 
si indica quel numero x tale che x-\-a^}. 

•1 Nelle atesse ipotesi su a e 6, b—a è un numero; e (6 — «)+« vale b. 
Infatti, poiché per ipotesi 6 è la somma di a con un numero, esiste un nu- 
mero X tale che x-\-a:=b, 

E se due numeri x ed y soddisfano amendue alla stessa condizione 
cioè x-\-a=ia e y-^a^b^ operando per —a, cioè applicando la §+ 4*5, si 
deduce x=:y. 

Dunque la classe N(^sx3{x-\-az=zb) contiene uno ed un solo individuo ; 
perciò siamo nel caso del §>P'l, che ci permette di affermare che b—a è 
un numero x tale che x+a:=6, cioè b — a è un numero, e lb—a)-{-az=b. 
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[ rt+(6— c)+c = a+[(6— c)+r] = a+6 . Oper— e O- P 1 

•7 ceNo . te <?+No . «£ fr+No O- «— (6— <^*)=^— ^+<^ 

Oper-(6— <•) O. P ] 

'9 6,c£No . ae 6+c+No 3- «— &— <^ = a— e— 6 [ P-5DP ] 
•2 a.teNj, . a>6 . ^e a+No .3. e— a -< e— 6 

[ Hp O. ar-6 «N^ . (e— a)+(rt— 6j = c—h O- Ths ] 

•3 a,6,c£Nj> . a^ft . te c+No O- ^ — ^ > ^^^ 

[ Hp .3 a—b sN^ . a— e = (6— c)+(a— 6) O. P ] 
[ Hp .3 a— e > b—c . 6— e > 6— d 3. Ths ] 

[ Df— . Dìstrib(X,+^ 3- oc = [(a— ò)-hò]c = (a— 6)c4-6c 3. P ] 

•2 ftjrfeNo . a£<;4-N^j . c£ rf+N© O- (a— 6)(^— rf)= ac+bd—bc^ad 



b — u dicesi «differenza fra b ed a»; 6 è il « minuendo », a è il 
« sottraendo » . 

Se i numeri che si vogliono sottrarre sono espressi in cifre, si trovano 
le cifre della differenza operando come per l'addizione, salvochè bisogna 
scrivere la cifra della differenza che sommata col sottraendo produce il 
minuendo. 

Es. Volendo calcolare la differenza qui scritta: 3074 

— 892 
dico : 2+2 = 4; d+8 = 17 = 2 182 

porto 1; 1 di riporto +8+J[ = 10; 

1 di riporto +2 =: 3 ; e scrivo le cifre in nero man mano le 
pronuncio. 



§ie / 

1-0 aeN,.&eN,x« Z)- b/a — iìi^^x3{xxa=l 
■\ > . V«£N, . (b/a)Xa = b 

■2 «.fteN, .3- {bxa)/a ^ b 
■3 aeta, .3- o/I = « '*/" ^ l 
■4 a.VcN, O- «XVf = («Xb)/r. 
a/ Ve =^ {<i/l>ÌXr. 
a/b/c = {a/b)/c 
&,r-£N, . o£ ftX':-XN, .3 «/CX'') = «AA 
a,C£N, . he cxN, Q. ay.(h/c) — «x^A 
ceNj . 6£ rxN, . ae ?^N, .3 a/{b/r) ~ n/ìfX.c 
6,feN, . fl£ 6xN, .3- "/''X'" = axV<^' 
&,ceN, . oc to<rxN, 3- «AA = rt/c/ft 

j|( 2-1 C£N, . a,&£N,Xc .3 (a+ft)A = «A+V'- 

[ a;c+6,c)Xc =: fl'cXc+écXc = n+é . Oper r O. P 1 

•2 ceN, . a,6£N,Xc . a>6 .3- <«— 6)A = a/c—h/t 

( (a_6)/c-f-6,'c = n> . Oper-fc/c O. P ] 

(N„ X, /, 1) I (N„ +. -, 0) §- P1-0--9 .3 §/ 



> naturale, e pia 6 ud multiplo di a. Coi 
le^ge < 6 diviHO n >, si intende quel numero che moltiplicato 

Se al posto di N„, +, —, del §— si legge S„ X. /, 
altrettante Prnp di quei<to §. 
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§17 num 

•0 ueCls .3- num<^=0 .=. u=/\ Df 

numii ^ m+ì .=: '^u : ire^/ .3^:- num(//-«j*) =m Df 

•2 ?/£Cls O-'- num^^ =1 .=: a// : x^yeu .'^x,y. or=y 

[ Df 1 .3- numM ^1 .=: gw : xau .^c • num(w-rj») ^) 
Df » » » . m-m; z=/\ 

Transp » » » . 1^3 /a? 

Operye » » » . (^ysu .3y •2/='^' 

Import DP ] 

•3 num ejp =1 -i />i£N, .3. num 1* -^n =:»i^ 

•5 ?(,?'€ Cls . z*3^^ • numt? £ No .3' num^^ e N„ . num?/ ^ num?; 
•C 2<,?-£Cls . num?/, numr eN^ . ^^^r =/\ .^. num(?iwr) =z 

nunn^ + numt*» 



Sia t« una classe. Il « numero degli u », abbreviato in numi*, si defi- 
nisce nel seguente modo: 

•0 Dire che il numero degli u è zero, è lo stesso che dire che la 
classe u è nulla. 

•1 Ed essendo m un numero, diremo che il numero degli u è m+1, 
quando esistono degli w, e inoltre preso ad arbitrio un x appartenente alla 
classe u, si ha che il numero degli u diversi da x è m. 

Cosi è definito per induzione la Prop : numw = m, qualunque sia il nu- 
mero m. La Prop*2 esprime con puri segni di Logica l'eguaglianza 
numu = 1. 

numt/ £ No» * ^^ numero degli u è un numero », si suol leggere « esiste il 
numero degli w, il numero degli u è finite » . 

Non sempre ciò avviene. 

•5 Se date due classi, la prima è contenuta nella seconda, e esiste il 
numero della seconda, esisterà pure il numero della prima, che sarà non 
superiore a quello seconda. 



§18 max 

^ 1. tie Cls'N, . a,6eN. Q: 

■0 maxM =^ 1 i(^ ir3Ìt/£ hhx .3tf- !/<:*^) L>f i 

l PO . Tranap O. P | 
•S .*■= maxu .^: j'ch : yen r^j.x^ij 
[ PI . Oper xei O- P ] 

-3 max (rt — fl -4 (■(>■;> .3- i"ax('"w''*l =" 

■3 max/( ^ ) *(« j-ajH ^ 0'";r) 

■7 (0-flMO-a) = O" max((«v(^) 
■8 a» . «icN, . -a 'CX'/i+N,) .3- max» £" 
[ Hi> . ni=0 .3 0= maxu .3 Ths 
meX,, ; US Cls-N'„ . a» . .3 ((^m4-S„) O- "inxH . X^ : »s Cls'X„ . 

Hp(2) . nuu .3 »,= mftx» 3. max» j X. 
HpfSl . m~iu 3 -a t(^m+N„. . maxu e X„ 
H|i(2).(3).(4)3. maxwéNa 
flì . {JSj . Induci O. P I 



l'O Essendo u una daiMC <ti ntinicri, per • masHÌnin dogli i( " . 
visto in • maxu >, sì intende quHI'u e x tale che, comunque preiic 
un indivìduo y diverso da x, Hcnipre hì ha y^r. 

■1 Cioè A dire, per o^ni individuo y <li u si ha y^c. Ri ottici 
precedente; poiché ye u^tx vale ì^em . //t"(-r per Distrilne,"), e ys^ 
y^ttx per Comnn,-,£\ e questo vale ^y=i.r\ per Df(; quindi la dei 

ye« . ^ji = X} 3. y<x. 
trasporta Dito diventa: yeu 3- .¥>■'' ■«■ ì/^^ 

e por Df^ si ha In l'rop. 

■2 Operando per j'ci sui due membri della ■! m ha un'egUH] 
logica il cui primo iuenil>ro ò j'^maxti. • ^ è il massimo degli ii 

T Essendo a e 6 dei numeri, la somma logica dello classi 0"'ii 
vale la classe dei numeri da fino al massimo fra a e b. 

Si noti elle la PIO definisce il massimo d'una classe; se si hai 
numeri a e b, per indicare il massimo fra cs:<i, si forma la classe cr 
con psni. che è ututb, e a questa classe si premette il segno max. 

■8 Se » 6 una classe di numeri non nulla, e se c'è 
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max 



^ 2. u,te CIs'Nq . max?*, maxi' e N,, .^. 
* \ max(i(vy) = max(^ maxi^ w ^ maxr) 
•2 max(;^+r) =i (max^*)^-(max^') Distrib(max, 4-) 

[ Hp O- maxu EU . maxt; «y O- maxu+maxi; e w+y (1) 

XBU .ysv, s^:x-\-y O- a^maxte . y^mekxv O* ^^ maxM+maxi; (2) 
z€ u-\-v . (2) . Elim(ar*;y) O- ^^ inaxM+maxr (3) 

(1) . (3) . Df max .3 P ] 

•3 max(2^X^') := (maxw)X(maxr) Distrib(max, X) 

•4 «^eCls'N^ .^. max (ii(^2?) = (max^*)[^(max^^) » * h 

'5 aeNi .3 max N^ « cr3(a€ NjXJ^*) =a 

•6 maxi^ eu .=. numw cN^ 



§19 min 



^ 1-U--4 (min, O I (max, » §max P-0-'4 

•7 rtjteNft .3. (0"'a)^0'"ft) = 0— min(«aue?>) 
•8 Ite Cls'No . 'a.u .3- niinz* £i^ 
'9 miuN,, =0 . minN^ =1 

^ 2. min I max §max 2'\-'k 

•5 US Cls'No .3. max?* ■= min N^^ X3(?*3 0"'x) 
•6 » min?* rz: max N^^ X3(ir^ ^+No) 



che nessun numero della classe u superi m, allora il massimo degli u è 
un u\ cioè esiste il massimo degli u. 

Data una classe qualunque di numeri u, non sempre maxu ha senso; 
la Df di max comincia col simbolo j, e non sempre sono verificate le con- 
dizioni sotto cui è stata data la Df ;. Per es. maxNo non ha senso. Il dire 
che maxu ha senso si indica spesso nel linguaggio comune colla frase 
«esiste il massimo degli t^»; ma qui T «esistere» ha un significato diverso 
da quello del segno 3, poiché questo segno si premette ad una classe. Noi 
la indichiamo affermando qualche cosa di maxi/, cioè maxt^ eu, ovvero 
maxu eNg. 

§min II minimo degli u è indicato con minu. 

Sussistono le Prop citate dal §max, ove si scambi max con min, e il 
segno > col <. 

1*8 Una classe di numeri effettivamente esistente ha sempre il minimo» 



§20 quot 

JK 1. rt,teNo . c,rf£N, .3 

■0 quot(n,c):=raax[N,'> x3ixxc^ni\ 1 

■1 quot(a,c) e N, 

•i quot(0,f?) =:0 [ qnot(O.o) = ro«x[N> :r»{xX(^)ì] = mas 
■3 quot(fl,l) =a [,|uoKa.ri = iiiax[N/>a-j(j-fin)] = max 0- 
■i quot(rt(-/, cti) = quot{«,c) 
[ quoti fu/, «/ 1= mas N/n X3\ciìx ^ "rfj ^ max No'^ s^jCcj- ^v ^ 

•ti cxquot(rt,c)£ fl < cx[quot(a,c)+l] 
■« quot(rt,o) = ì ìfiT .r3\xxf ^n . (x+l)xr':>a] 
■7 quot(ac+ft, e) = a+quoHb, e) 
l P-5 3- cxquot(6.c) ^ 6 < c[quot<n.<-Hl! 

Oper+nc O. 4n+qiiot(6.c.]Sn<-+*<<-[<i-}-quot{o.c)+l] 
P-6 O- P 1 
•8 quot(([, rrf);= quot[quot(«,r),rf] 
[ rfXqiiot[quot(n,c),(/] £ quotfn.c) 
quoti n,r) < dx;quottquoHa.r).rf]4-li 
Ci) O: quot(a,r)+l<rfX;quot[quot(ii,f),rfl+l; 
cXquot(a,<-) ^a 
n<cx|quot(«.c)+l| 
<1) . OperXc . (4) -D- rrfx q no l[qm)l(n, (■),((] ^a 
(8) . Operxe . (5Ì O- n< «(X;quot|quotKc),(?l+]; 
(6) . (7) O. P ] 



§quot. Indk'hiamo in quanto sHìgue con o.b dei nuiiicri, e ci 
numeri non nulli. 

l'O Per quoziente <)i a per e indicalo con quot(a,ci, intendia 
Simo dei numeri x tali die soddixfano alla condizione xXc^a. 

'1 Questo quoziente è, un numero, cioè quento massimo esii 

Invero le clasui degli xìIjv^h) contiene lo zero, quindi non 
inoltre non sonvi numeri della clatise maggiori di a; quindi sono 
le Hp della §inaxI-8. 

Le Frop2 esprimono curiom- proprietii del qnot; poKsono tter 
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^ 2. Hp PI O: 

•0 a<ic .=. quot(^,^) =0 : «^r .=. quot(rr,r) eN, 
•1 a>>6 7^, quot(rt,r) ^ quot(&/*) 
•2 c><i .3' quot(a,c)^quot(a,rf) 
'ii «>?>. c<Cd .^. quot(a,r) ^ quot(ft,ri) 
•4 quot(a+ft, ^) ^ quot(a,r) -f quot(6,c) 
•5 quot(«+6, e) ^ quot(a,r)+quot(ft,r)4"l 
•6 «>► quot(?>,c) .=. ac >/; 
•7 quot(n,c) > quot(&,rf) .=. a^Z > he 
•8 rX quot («,r?) ^ quot(/^^r, r?) -< [quot(r///)-|-l Ir 
•9 quot(rf,r) X quot(6,rf) ^ quot(rt/", ftrf) -< 

[qiiot(rf,r) 4-l]x[quot(/>/0+l] 

^ 8o ^^fX, . te NjX^ O- quot(M) = V^ 



§21 rest 

^ 1. ^,teXo . r,^/tN, .^: 

•0 rest(a,(^) = a— cXquot(r«,r) Dt rest 

'\ <7= rxquotm,r) + rest(^r,r) [ =po ] 

•2 rest(r/,r) <lp 

[ §quotl'5 3. r/<r:<[quot(^/,c)-i 1] .3 a— (•Xquot(<7,r)<r . Df rest .3. P] 

'3 9,r£No . (ì:=.cq-\-r . r<<c .^. 7^ quot(a,r) . ?'=rest(a,c) 

[ quot(^/,r) = quot(c(7+r,r) = c+quot(r,r) . quot'7%ri = .3* f* ] 

•i rest(rf+&^? <?) = rest(a,C) 

[ re8t(r/ j-ftc,c) = rt+^— ^ <<niot;(rt |-6o,ri =irf-f6c — cX[^+quota,c)] 

= ^ — cXquot(rt,c) = rest(f/,c)l 

•5 rest(^^/, (?rf) ::= rfxrest(a,c) 

[ rest(a<fyCd) = ac/ — cr/Xquot(^rf/,rr/i = r«^— a/Xquoti^r/^c) 
= (/x[«— quot(r/,c ] = f/Xrest/7,c ] 



§rest. 1*0 re.st(^,c) si let*:ge «f resto della divisione di a i)er e », ed è 
la differenza fra a e il prodotto di e pel quoziente di a per e. 
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•6 rest(a+&, e) = rest[rest(a,c) + rest(6,r) , c\ 

[ rt= cXqaot(a,cj-frest(a,c) . 6=: cXquot(6,c'i-(-re8t^6,c) O- ^+^ = 
cXlquot(a,c)+quot(ò,c)H-rest(a,r) |-rest{^6,c) O- rest(a-f-6,c) = 
rest[rest(a,c)+re«t(6,C),c] 1 

•7 rest;(a6, t?) = restfrest(a,c)Xrest(6,c) , e] 
'8 //laNj .3 rest(a"*,c) = restj [rest(a,c)]"*, c{ 



^ 2. HpPlO 

'0 rest(0,c) = . rest((?,c) =K) M rest[rest(a,c), e] = rest(a,c) 

•2 rest(a,c)= rest(6, e) .=. rest(a+^, c)=rest(6+rf; ^) 

'3 a<Cc .^. rest(a,c)=a *4 cC>c .^. a >► 2 rest(a,c) 

•5 «£ N^X<? .=. rest(a,c)^0 

•6 rest(a,c) = rest(&,e) .3- rest(arf,c) 1= rest(bd,c) 

•7 rest(a4-6, e) = rest(&,c) .3- «eNoXc 

•8 rest(a,c)+rest(&,c)£NoXc .^. a+ftfiN^^Xc 

•9 rest(a',6) = rest(a,6) . rest(a*,4)£^0wtl 

^ 3. HpPl .3 

M quot[rest(a,c), e] =0 . quot[rest(a, cd\ e] := rest[quot(a,c),d] 

•2 rest(a,(?)+<?Xr6st[quot(a,(7), rf] :=• rest(a, a/) 

•3 a^c . quot(a,c) -£ dXN, .3. 

rest(a, rrf) >► rest(a,c) . restia, rr/j— rest(a,(7) £ cXN, 

'4 quot(rt4-^, = quot(«,r) + quot [6+rest(a,r), c\ 

•5 quot(a,<7) = quot{a, c+rf) .=. rest(a,c)^[quot(a,c)]xd 

'6 c^l .3 quot(a,c) = quot(a, c—d) .=. 

e— rest(a,^) >► [quot(a,e)4-l]Xrf 

•7 quot(«,c) = quot(a+&, C+&) .=. rest(a,c)^ [quot(a,c)— 1|X6 

•8 max N,'\r3jquot(a+a?,c*) = quot(a,c){ = e— rest(a,c)— 1 

•9 ac^ .3* quot[a,quot(r/,(?)] = r4-quot[rest{a,c), quot(ac,)] 
rest[a, quot(a,c)] = rest [rest(a,c), quot(a,c)] 

Regole per la divisione. 

La divisione è l'operazione avente per scopo, dati due numeri a e 6, 
espressi in cifre, di trovare le cifre di quot(a,6) e rest{a,6). U numero a 
dicesi « dividendo », il numero 6 il « divisore ». 
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46 quot rest 

Per dividere un numero, espresso in cifre, per una potenza della 
base X, basta separare cominciando da destra, tante cifre quanto è Tespo- 
nente di X. Le cifre non separate sono quelle del quoziente, e quelle se- 
parate esprimono il resto. 

Es. : quot(9876, 100) = 98, rest(98 76, 100) = 76. 
Invero 9876 = 98 X X»+76. 

Quindi rest(a,X»» ) significa « il numero formato colle ultime n cifre, 
a destra, del numero a » e quot(a,X«) significa « il numero che si ottiene 
sopprimendo n cifre del numero a, cominciando da destra. 

Se il divisore b ha una sola cifra, cioè se bsl'"d, e il dividendo a, 
maggiore del divisore, è minore del suo decuplo, cioè 6<a<XXa, il 
quoziente si ha dalla tavola di moltiplicazione, e per differenza si ricava il 
resto. Es. : 39 = 7x5 + 4, onde quot(39, 7) = 5, rest(39, 7) = 4. 

Seòe 1*"9, ea>10x&, P- e. se si vuol dividere 975 per 7, si ragiona cosi: 
9X« = 7X'+2X' 
2X«+7X = 27X = 7X3X+6X 
6X+5 = 65 = 7x9+2 
onde 9X«+7X+5 = 7x(lX»+3X+9)+2 
cioè quot(975, 7) = 139, rest(975, 7) = 2 
L'operazione si suol disporre come accanto 

(fig. 1). 

Con un po' d'esercizio si possono solo (flg. 1) (fìg. 2) 

pronunziare e non scrivere i prodotti del 
divisore per le cifre del quoziente, e l'ope- 
razione si dispone come nella fig. 2. 

Se il divisore 6>10, si può cominciare col calcolare una tabella dei 
prodotti del divisore per le cifre l--*9. Sia ad es. a dividere 400366 per 41. 

Costrutta la tabella dei prodotti, si 
guardi il massimo di questi prodotti, che mol- 
tiplicato per una potenza di 10 sia inferiore 
al numero dato. Esso è 9x41x10*. Scrivo 
questo numero sotto il dividendo (lasciando 
vuoti i posti dove si dovrebbe scrivere 0\ e 
sottraggo. Ho: 
400XX» = 9X41XX«+31X» 
31X»+3X» = 313X2 = 7X41XX*+26X» 
26X«+6X = 266X = 6 X41 X X+20X 
20X+6 = 206 = 5x41+1 
onde 400366 = 9765x41+1; quot(400366, 41 ) = 9765, rest(400366, 41) = 1. 

In pratica si può far a meno di ricopiare i sottraendi, e si possono 
scrivere subito le differenze. 

Spesso si riduce la tabella dei prodotti 1* ••9 pel divisore alla parte che 
serve. 

Cosi quot(1753, 257) ^ quot(1753, 200), per la P2-2. 
Ora quot(1753, 200) = quot(1753, 2X') = quot[quot(1753, X2),2] = quot(17, 2) 
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41 


400366 41 
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82 


369 1 9765 
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123 


313 


4 


164 


287 


5 


205 


266 


6 


246 


246 


7 


287 


206 


8 


328 


205 


9 


369 


1 
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= 8. Allora si moltiplica il divisore per 8, e si ha più del dividendo; si 
moltiplica il divisore per 7, e si ha più del dividendo; si moltiplica per 6, 



e si ha meno del dividendo; dunque quotil753,257) = 6. 6 

Cioè si costruisce la sola tabella qui accanto. 7 

8 



1542 
1799 
2056 



Come si è trovato un valore per eccesso del quoziente, nel nostro 
esempio 1*8, si può trovare un valore per difetto, osservando che 
fluot(1753, 257) ^ quot(1753, 300) = quot(17, 3) = 5. 

Si può anche ragionare cosi: 17X* = 8x2xX»+lxX* 
Provo la cifra 8 come quoziente. 
1XX»+5XX = 15XX è minore di 8x5xX. 
Provo il 7: 17X« = 7x2xX»+3xX» 

3XX»+5XX = 35XX = 7x5xX 
Ma il 3 è minore di 7x7. 
Provo il 6: 17X« = 6x2xX«+5xX« 

5XX»+5XX = 55XX = 6x5xX+25X 
25X+3 = 253 = 6x7+211 
onde 1753 = 6x(2xX«-f-5xX+7)+211 
cioè quot(1753,257) = 6, rest(1753,257) = 211. 

Alcune volte il numero dei tentativi è rilevante, ad es. per dividere 
91 per 19 si dovrebbe provare successivamente 9, 8, 7, 6, 5 e 4, che è il 
quoto. E più comodo qui cominciare la tabella della moltiplicazione. 

Le tavole estese di moltiplicazione servono utilmente per la divisione. 



§22 Cfr 



•0 Cfr^a = rest(a,X) , Cfr^a = Cfr^ quot(a,X'*) Df 

•1 rest(a,2) = rest(Cfr^a, 2) . rest(a,5) = Test{Cfr^a, 5) 

[ a = Xquot(a,X)+Cfroa . X = 2x5 O. P ] 



*0 Sia a un numero. La cifra di ordine di a, abbreviato in Ofroa, 
è il resto di a per dieci. 

E la cifra d'ordine n è la cifra d'ordine del quoziente di a per 10 
elevato n. 

Cfrofl, Cfriflf,... si leggono spesso « cifra delle unità, delle decine,... del 
numero dato » . 

•1 II resto di a per 2 è il resto della cifra delle unità di «, per 2. 
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•2 rest(a,4) = rest(Cfr,a+2Cfr,a, 4) 

[ re8t(a,4) = rest[X*Xquot(a,X«)+XxCfrta+Cfroa . 4 ] . 
^est(X^4)=0 . re8t(X,4) = 2 .3 P ] 

•3 rest(a,8) = rest(Cfr,a4-2Cfr,a+4Cfr,a, 8) 

•4 aE 2No .=. Cfr.a e'Z^, : ae 5No .=. Cfr.a e 5N, 

Cfro a» =6 .=. Cfr, a* e 2N,+1 

ae (2N>(5N,) .3 Cfr, a' =6 

ae N,K2N,H5N,) Q. Cfr, a' =1 

a,n£N, Q: Cfr, a* = Cfr,a . Cfr, a"+* = Cfr, a" 

//i£ (4N,)w(4No+l) O. Cfr, 7** =0 

»i£ (4N,+2M4No+3) .3 > 4 



§23 ord 

^ 2. a,6eN, .3 -0 orda = max N,'^ n3(X** ^ a) Df 

•1 X[^orda ^ a < X[^(orda+ 1) 

•2 ord(a+6) ^ max(^orda s^ ^ordft) 

^ * +1 

•3 a>6 3- orda ^ ordft 

•4 ord(ax6) ^ orda + ordb 

> ^ orda 4- ordft + 1 
•5 txorda ^ ord(a|^&) < ftxorda+ft 
•6 a>ò 3- ord(a— 6) ^ orda 
•7 a>& 3- o^d quot(a,6) ^ orda — ordft — 1. 

» ^ orda — orde 



§ord 

Essendo a un numero non nullo, per ordine di a, abbreviato in orda, 
si intende l'esponente della più grande potenza di 10 che non supera a. 
Il « numero delle cifre di a » vale orda+1 



NUMERI RELATIVI 



§24 f j 

ìm 1. «,VeCls .3.-. 

•0 UE ttib .=: xea O^- ^" ^^ 
■01 i(£ 6frt .:=: xea -3^. t(j;f& 

■ I Mg «j6 . iP,.'/£a . x^tj .3- ■'^'* ^ .'/" 

[ §= P-l O- ice M(ic« = .-») . §£ 4-3 O- ye »(aM* = zn) .3 Ths 

■2 tifi rtj6 . c3o Q. we rj6 [ Hp . lec O- a;*" O- a:u sb o. 
■3 «e «j6 . b'^c -3- "^ "J*^ 

[ Hp 0: 3-M O- icu «6 O- a:(* éc O. Ths ] 

■2 se CIs . 0£.S . + £ .SJ.S O- N, 3 s [ = Indi 



Siano a & b delle classi; nllorn noi diremo chu » è un aj 
legge ■ u è mi trasformatore degli a in 6 >, quando, preso ad arbi 
nella classe a, ne risulta che xu, cioè x seguita da questo segno u 

■01 E diremo che u è un Ma, che si legge • u è un b funzi 
a >, quando il segno i( premesso ad un a dà per risultato un b. 

I segni f e j diconsi segni dì operazione. 

Nella scrittura matematica alcune volte il segno di opera:!ion€ 
dopo l'ente su cui ai opera, wme negli esempi della P2. Altre 
scrive prima, come Log, max, min, quot,... 

Anche nel linguaggio comune si incontrano queste operozio 
frase • padre dì Pietro •, la parte • padre di > è un segno che pn 
un uomo, gli fe corrispondere mi altro uomo, cioè: 
(padre di) e (uomo) f (uomo). 

La stessa frase in latino è • Petr-i pater >, e la parte (-i pai 
segno che scritto doim una persona ne determina un'altra. 

La lingua francese ha In forma dell'italianH, la tedesca quella del 

1 Operare per u significa passare dairuguaglianzax = y alla 
il che è permesso, qualunque si sia l'operazione u. 
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•3 


a8No .3 +a e N^jN, 


A 


Xa £ NjNo 


•r> 


l^a e NojNo 


•6 


-^ £ (a+N,)jNo 


•7 


asNi r^. /a£(axN,)jNi 



[=§+4-1] 
[=§XM] 
[=§^M] 
( = §- M ] 
[=§/l-l] 



§25 n 

Sfa 1-0 +N, = ir3[aNo«i/3(.r=+.v)] Df 

•1 — N„ = a-staNj^j/sCa-^— */)] Df 



2-3 Se a è un numero, -)-« è un trasformatore dei numeri in numeri. 
•6 E —a è un trasformatore dei numeri maggiori o eguali ad a. in 
numeri. Cosi si presentano i simboli +5 e —5 « aggiungere 5, e sottrarre 
5», che si chiamano numeri positivi e negativi. 

§ n 
Abbiamo incontrato or ora i seg-ni della forma -\-S e — 5, che hanno un 
senso ben determinato corrispondente alle frasi « aggiungere 3 » e « sot^ 
trarre 5 p . 

10 Con +No sì intende ogni ente della forma +y, ove y sia un numero. 
•1 —No indica gli enti della forma — y, ove y è un numero. 
I segni -\So e —No soglionsi leggere « numero positivo » e « numero 
negativo » . Qui il « porre » e « negare » hanno il valore di « aggiungere 
e togliere»; sarebbe forse più chiaro chiamarli «numeri additivi e nu- 
meri sottrattivi » . 

La frase « numero negativo » ha la stessa forma grammaticale di « nu- 
mero pari » ; ma il loro valore è differente. « Numero pari » indica una 
classe di numeri ; fra « numero » e « pari » sta sottinteso il segno di lo- 
gica o. La frase « numero negativo » non indica già una classe di numeri, 
intendendo per numero il simbolo No, ma indica le coppie formate con un 
numero e col segno — . 

Questo modo di introdurre i numeri negativi trovasi in: 
MacLaurin a.l748 p.6: 
« a Quantity that is to be added is called a Positive Quantity; and a Quan- 
ti ty to be sub trac ted is said to be Negative. » 
Cauchy, a.l821, p.333: 

« ... on acquiert l'idée de quanti té (positive ou negative) lorsque Ton con- 
sidère chaque grandeur d'une espèce donnée comme devant servir à l'ac- 
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1-2 n = +N,M-N, Df 

•3 a,6£N, r). a+{+b) = a+b Df 

•4 bsìso • «^ &+No -3 «+(—&) = «— & Df 



croissement ou à la diniinution d'une autre grandeur fixe de méme espèce. 
Pouf indiquer cette destinatìon, on représente les grandeurs qui doivent 
servir d'accroissements par des nombres précédés du signe 4-, et les gran- 
deurs qui doivent servir de diminutions par des nombres précédés du 
signe — . » 

Alcuni A. ritenendo che il numero negativo debba essere un numero, 
ne diedero Df più complicate. 

•2 n, che si legge «numero relativo», indica l'insieme nei numeri 
positivi e negativi. 

La parola « relativo » sta per « operativo » . 

I numeri relativi furono pure detti da alcuni « numeri algebrici » nome 
che può produrre confusione con un' altra specie di enti, di cui in questo 
libro non ci occuperemo. Fu proposto di chiamarli « numeri segnati » , cioè 



« numeri con segno » . 



In opposizione a «numeri relativi», conviene chiamare «numeri asso- 
luti » gli Nj, finora detti « numeri » senz'altro. 

Si vede cosi che la nomenclatura usata per questi nuovi enti, come pure 
per quelli che introdurremo in seguito, R, r, Q, q,... non è uniforme, e 
nessuna è appropriata. Questo inconveniente è però meno grave per noi, 
poiché esso non si presenta nella scrittura simbolica; sì presenta solo 
quando questa scrittura si voglia leggere col linguaggio ordinario. 

I numeri relativi si presentano in pratica in più questioni. 

Quando si parla delle temperature +3" o —5*^, si intende di parlare 
della temperatura che si ottiene da quella del ghiaccio fondente aggiun- 
gendovi 3 gradi, o sottraendovi 5 gradi. 

Considerando il capitale che una persona ha in un dato momento, il 
ricevere denaro significa aggiungere al capitale, e il pagare significa sot- 
trarre. Quindi l'eguaglianza -|- 5 — 3 =—3 + 5, che risulta dalla Df 20, in- 
terpretata in lire significa: « per una persona avente un capitale sufficiente, 
tanto fa ricevere 5 L. e poi pagarne 3, quanto il pagare L. 3 e poi rice- 
verne 5 » . 

•3-4 Queste Df dicono che si conviene, quando ci aggrada, di scrivere 
un -j- fra il numero su cui si opera, e il numero relativo rappresentante 
l'operazione. Questa convenzione è sempre usata quando il numero relativo 
é rappresentato da una lettera sola. 

Essa non è necessaria ; se se ne fa a meno, bisognerà sopprimere tutti 
i segni + nelle 1-6. 20, ecc. Ma le formule cosi scritte sono contrarie al- 
l'uso comune. 
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x=j/.=: ^*^No . u+x, w+y eN^ .'^u. tt+x = u+fj Df 
•6 a,6fNo r): +a = +b .=. a=b 

[ a,6,?^No . §+ 4*6 O: w+a = u+b .=. a=b (1) 

a.bsì^o • (1) • Export O.-. izfNo Ou . u-\-a = u-fò :=. a=6 (2; 

(2) . Df-5 O. P ] 

•7 a,6€No .3- — ^ = — & .=. a=6 

•8 a,beN^ r^ +a = —6 .=. a=0 . 6=0 

=. a+6 =0 .=. a=0 . &=0 ] 

•9 aeNo .3 a= +a Df 

^ 2-0 iren .3- niocLc=: 7 No<^ a3( ir=: +a .w. iXJ^= — a ) Df 



•5 Indicando con x ey due relativi, allora si dice che essi sono eguali 
quando, comunque preso un numero (assoluto) u, tale che su esso si pos- 
sano fare le operazioni -{-x e +y, cioè tale che u-{-x e u-\-y siano dei 
numeri, sempre si abbia u-\-x ^ u-\-y. 

•9 Cauchy id.: e Enfin, Ton est convenu de ranger les nombres absolus 
qui ne sont précédés d'aucun signe dans la classe des quantités positives. » 

Cosi si suol giustificare questa Df, la quale è irregolare. 

Invero, mentre ogni Df regolare è un'eguaglianza, il cui primo membro 
è incognito e il secondo è un espressione nota, invece l'eguaglianza 5:= +6 
ha noti ambi i membri. Essa esprime la convenzione di dare lo stesso 
nome a due oggetti distinti, il numero assoluto 5, e l'operazione aggiun- 
gere 5. 

Da questa Df irregolare si può, volendolo, tirare conseguenze assurde. 

Invero, se 5 = -{-5, posso, dovunque sta scritto +5 scrivere 5; quindi 
3-|-5 = 35. Cosi la soppressione d'ogni segno operativo può indicare tre 
cose diverse, il numero espresso in cifre da 35, il 3+5 e il 3x5. 

Serve però a giustificare la convenzione '9 il fatto che con un po' di 
attenzione non si cade mai in ambiguità. 

Da §+ si ha o^No O- « = 0+a. 

Quindi la convenzione -9 si può pure enunciare: « si può sottintendere 
lo in principio d'una formula ». 

Questa convenzione si può mandar via abbastanza facilmente, sosti- 
tuendo -f-O a ove si parla di nunieri relativi. 

2*0 Se a è un numero relativo, con moda, che si legge « modulo di a », 
e più spesso « valor assoluto di a » , si intende quel numero (assoluto), cui 
attribuendo segno conveniente, si ha per risultato a. 



n 53 

2*1 asN^ .3- mod(+a) = mod(— a) == a 

3-0 x.ysn Q. x+y = 

7 n^ Z3[iiéìi^ . ii+Xy u+x+y eì^^ r^u. u+x+y = u+z] Df 

•1 a,6€N, .3 +a+b=z+{a+b) [ §+4-2 DP ] 

i » — a— & = —{a+b) [ §-1-5 D P ] 

•3 ftfN^ . ae 6+No .3 +«— & = —b+a =z -|-(a— 6) 

[ §-l-6-7DP 1 

afifCsn .3 '^ ^+^ ^^ '^ ^+0 = « 

•6 a+b = b+a -7 a4-(&+c) = (a4-6)+c 

•8 a+c = b+c .=. a=6 
•9 raod(a+b) ^ moda + mod& 

^ 4-0 xen .3- —^ = ^ n<^y3(^+y =0) Df 

•1 acNo .3 ~'(+^)= —^ • ~(""^) == +^ 
a,6£n .3 '2 — asn '3 — (— a) =-a 

•4 a— b = a+(— &) Df -5 — (a+ft) = —a—b 

•6 iPfn . a+o? =b X •=.= ft— a 

• 7 mod( — a) = moda 

5. a,6fNo . Xjyen 3- 

•0 xa = ì UT z3[u£N^ . ^^+^ £N<, 3^- 0^+^)^ = ''a+5)] Df 

•1 ao; = » » a(«/4-r^) = a?//+^)] Df 

•2 a*?/ =: » » (?^-|-ir)?/= //j?-|-^)] Df 



3*0 Si chiama somma x-\-y di due numeri relativi, il numero relativo ^ 
tale che, comunque si prenda il numero assoluto Uy su cui si possano ese- 
g'uire l'operazione +a?, e sul risultato l'operazione 4-y» sempre si abbia 
u-\-x-\-y ^ 1*+* . 

4-0 Se a? è un relativo, con — x si int<»nde quel relativo y tale che 
x-\-y ^ 0. — X si legge « meno x » . Alcuni A. lo chiamano « l'opposto di x » . 

5. Prodotto dì numeri relativi. 

A primo aspetto pare arbitraria la Df del prodotto di due relativi. Ma 
se si vuole che continui a sussistere la proprietà distributiva del prodotto, 
e«so risulta detenninato. 

Così { u-\-X!a := iia-\-xaj se o^u^xs^q; volendo che sUvSsista anche se 
ac£n, basta prendere la Df come segue: 

•0 Se a è un numero, e x è un relativo, con xXfi si intende quel 
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•3 ojc = a-a Dfp 

•i {-\-b)xa = + ba 

[ Hp . Df-0 .3. (+6'iXa = »ni^53[KeXo .3» .(u+b):<a^uxa+s] 



Di8trib(x,+) 0. 


» 


= » MXrt+feX<^^ 


uXa+z 


Oper — wX«.!D- 


» 


= » +ÒX<'« = 2; 




Distrib(3,n) .3. 


» 


^;z3[jfn . z=+6x«] 




Dfn O- 


» 


=i;33(z= +6X^) 




Df< .3 


» 


= ;z3[z£< -f^X^' 




Df 3 0. 


» 


= Hf-Ì-ÒX«ì 




Df; .3 


» 


= +bXa 




•5 (—Ma = — 


ba 







•6 (+a)x(+?>) = +(ax/>) . (-a)X(+^) = -(axft) . 
(+a)x(— &) = — iaxi>) . (— «)X(— />) = +(ax&) 

j DlOPHANTUS I 9 : « Aeììftg im Xéìtinv nokkaTilaoiaodeloa noiei 
vjiag^tv. Aélìiug de ^,m viiag^tv, Jioiei kelynv. » j 

^ 6. a,b,C£ii .3 '^ axb en -2 Oxa = . lxa = a 
•3 a(6+c) ^ aft+oc 'A ab = 6a 

•5 c({bc) = (ab)c ^ a?>c 
•6 ab =0 .=. 0=0 .u. b=0 
•7 a<? = 6c.c-=0 .[3- a=?> 
•8 mod(aX&) = (moda)x(mod6) Distrib(inod, X) 

^ 7. a,&,c/ten Q. §X P2 

•1 a(b— r)4-&(^— a)+<?(a— &) =0 
•2 {a'-b){c—(l)+{b—r){a—d)+(C'-a){b—d) =0 

[ (rt_-^7, b—d^ c—d ' I (rt,6,c) P-1 O. P ] 

•3 ab(a—b)+bc(b-'C)+ca(C'-a)+(a—b)(b-'C)(C'-a) = 

— (a— 6)(6— c)(<?— a) 

•5 (a— &)(&+<?— a)(a-&+c)+(i>— r)(a—&+<:^)(a+6— c)+ 

(c— «)(a+6— r)(6+c— a) = —4(a—b)(h-'C)(c-'a) 

[ [3a— 6_c, 36— e— a, 3c— a— 6) i (a,6,c; P-3 O. P] 

•6 aib+c)(b+c—a)+b(c+a)(c+a'-b)+c(a+b)(a+b—c) = 6a6c 

•7 a(b—c){b+c-'a)+b(c—a)(c+a—b)+c(a—b)ia+b^c) = 
2(a— 6)(6— c)(c— a) 

relativo z tale che, comunque si prenda il numero ic, in guisa che uXx 
sia pure un numero, si ha (^^+ac;X« = wX«+2. 
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^ 10. a.ben . //i^neN^ O- 'O-'Oa = §f^Pl'0--02 -1 a"^ en 
•2--4 = §f^Pl-2--4 -5 {—af = ci} 

•6 {—af{2ni) = c(J(i2ni) '1 (— r( fN;2//^+l) = — a[i2fn+l) 
•8 (modaj"* =: raod(a"*) 
§^ P2 . P3. 

^ 11. a,b£n r^, 

•0 (a— b)* = ((!"— 2ab+h^ 

•1 (a+/>)(a— ft) = a»—// 

•2 ^a+b)^+{a—by = 2{a'+b^) \ Elclides ii P9 j 

•3 (a+by—{a—by = 4ab \ ». » Po j 

^ 12. a,b,cen r). 

' I {ci—by-[-{b—cf-[-{c- af = 2(a'+b'+(^—ab-'bc—ra) 
= 2[(a-b)(a-c)+{b-a){b-c)+{^'-a){c-b)] 

[ {b—c,c—a,a^b j (a,6,c, S^3•l .3 P ] 

•3 (a+b+cf+{(i+b—cf+{^t—b+cf+{—^^+^+n' = -^{a'+b'+cf) 
•4 (a+2&)(&4.^--«)4.(fc4.2r)(rt--ft+c)+(c+2a)(a4-&--r)==(a+&+(?)» 
•5 3(a+&+r)' = (a+ft— c)*+(ft4-r~r«)'+(r4-r(--&)'+8(y/?>+«r+&r) 
•6 {^a+2b+2cf+(''^a-b+2ry+(2a+2b-cy = 9(a'+b'+c^) 

[ 02ò+2c— tìf, 2c-\-2a—b, 2a-}-2b—c \ u(fi,c) P-2 O- P ] 

I EuLER a.l750 CorrM. t.l p.515 j 



11'3 Questa Prop, sotto la forma {2a)i2b z=Z'a-\-by—{a—h^ trasforma 
il prodotto di due numeri pari in una differenza di quadrati, e quindi per- 
mette di calcolare quel prodotto, ove si abbia una tavola di quadrati. Ser- 
vendosi ad es. di quella a pag-. 21 si ha 96x68 = -48+34)- — (48 — 34.^ = 
82* — 14* = 6724 — 196 = 6528. 

Il prodotto di due numeri dìspari si calcola colla formola: 
(2rtXl) i2ò+l) = {a+b+iy- — ici—b)' 
Quello d'un numero pari per un dispari con: 
i2a) (2ò+lj = {a+bf—{a^bi'+2a. 
Per non aver a disting-uere questi casi, si può dividere la formola pre- 
cedente per 4, e si ha axb espresso mediante quarti di quadrati. Sonvi 
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^ 13. a,b,c,den .3- 

•1 (a+64.r4-rf/4-(a4.«>— e— d)'+(a+c— i— rf)'4-(a+rf— 6— e)' = 

(_a+?>+c+rfj«4.(a— &4-c+rf)'+(a+6-c+rf)'+{a+6+c-d)'= 
4{rt'+i;'4-c'4-rf') JLegendke a. 181 6 p.8j 

^ 14. a.ten .3 
M (a*+aft4-&*)(a— b) = a'— ft' 

•2 2(«'4-6')— (a+&)(rt'+6') = (a— ?>)'(«. + 6) 

•3 (a+&)' = a(a— 36)* + b(h—òaf 

^ 15. rt,6,cen .3 

•1 a\h—c)^-b\c—a)-\-c'ya—b)=ia—bta—c)lf>—c) 

•2 «(!,»— o»)4-fc(c'—a»)4-c(rt'—&*) = {b— aie— die— b) 

•3 (a+ft)«(a_&)+(ft+r)»(&-c)4-(c4-rt)'(c-.7) = -(rt-6)(6-c)(c— a) 

[ 164-0, c-\-a, a-{b) I \a,b,c) P-1 .3. P ] 

•4 a«(6+c)+&'(c4-a)+c'(a+&)-6a6c= rt(&-c)'4-6(c-a)'+c(a— 6)* 

• 5 {a-ifb-ifcf—{b-{-c—af—{c-\-ci^bf—{a-ifb—cf = 2Aàhc 
\ Gergonne Ann. a.1816-17 t.7 p.l63 j 

[ (b+c—a, c+a-b, a+b-c) | («,6,c)§|V 3-3 Z). P ] 

•6 a'-|.?,'-|-c'— 3a&c = (a+ft+cXrt'+ft'+c'— ab— ac— ftc) 
•7 2(«'4-?>'4-c'-3rt6^)=(a4-&4-rt(rt-7>)*+(&-c)'4-(c-rt)'] 

(a-Wa+&+7r)+(/^-c)X7«+&+<:-)+(^-rt)V?+7/>+c) 



apposite travole di quarti di quadrati. Esse presentano sulle tavole dei lo- 
garitmi il vantag-gio di dare i prodotti sotto forma non solo approssimata, 
ma esatta. 

Da alcune delle presenti Prop si deducono le dìseguaglianze viste in gX^ : 

§n Pll-2 11-3 12-1 12-2 15-1 15-4 lóT 15-9 17-7 
.D§N, Pll-2 n-3 1211 1212 12-27 1219 1220 1224 11*7 

§n P17-8 211 22-3 245 
.D. §X,Pll-8 13-4 13-6 11-9 



^ 16. a.b.c,dm .3 
■I {a+b—rm~b+rX—a+b+c) = 

(i'{h+c—ii)+ìf(a+i-—b)+c^n+b—r)—'2alK 
■t (a—hf+{b—rf+(r—af = 3{n—l>\b—r\r:—a) 

b*+c'+fP—ab—br—c»—ad~b(t—ril) 

« 17. n,!.En .3 

{a'+aVf+ah*+h'ia~b) = a^—b* 

■ì ((i'+fi;<+W)"—("'— «'''+"/ = iitb{a'+h'} 

aitt—-2b)'—ì){b—2a'f = (a~bin+bf ■ 

(fl'+fcy = {a*—b^+{2nbì^ ] Euclidea x lemma 

■8 a'+iljf = {a'+->ab+ib'la'—2ab-\-2b'} 

I EULEK a.l74l> CorrM. t.l p.ltó | 
•6 o'+a"6"+6' = {a'+ab +b'ia'—ab+b'ì 
•7 ^l'+aW+i)')— («•-(-«;,+/,•)■ = 2{a—ina'+ab+b'} 
■8 2((i'4-«V)'+W)— 3n/<(n'H-6') = (a— /))'(L'n'+ni+2V) 

i 18. o.tei .3 
1 (l'+W— n6(n"+(<") = (n— (<)'(n'+'i''+''') 

(n+W'— (n— H'= 8ni(u'+((') [ IMI:!» .3 

Cauchy Excrc. n.l841 t.2 p.l44 ! 
(n+bf = ((!'— Ii<i;<+V)' + 16<lKn— /<)' 

^ 19. a,b.rEn .3. 

= n(lf—('l+btr'—n')+aa'—lfì 
■2 nV'--'")+'A' — '()+'V'— '') — ('(— /»X''— '■X'(~'"X«+''+' 



17'4 Questi» Pro]> pcniu'tte di foriiinre tre qundrnti, tali clie il 
sia la somma desrli altri due. I numeri n'+W. n'— W e ùtib esprimono 
ripotenu.4a e i entetì di un irinngnlo r^ttan^olo. 

Questa Ptwp è attribuita a Pita<rora .a.— 570j dai commentai 
Euclide. 
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•3 {a+b—2c){n—b)'+(b+c—2a)(b—c)^+(c+a—2b)(c—a)* 

[ (b\-c—2a,c+a—2b,a+b—2c)\ya,b,c. PI O- P ] 

•4 (a^b-i-cXa+b—cJa—b+cX—a+b+c) = 

2(rt»ft«+aV+bV)— {rt*+?»'4-r*) = (a'+ft'+c^»— 2(a'4-&*+c*) 

• s I(a— &)'+(6— c)'+(c— a)7 = 2[(a —by+{b—cy+{c—af\ 

•6 «♦+ft*+o* = (a+ft+rXa— fc— rXft— e— «Xc— «— ^)+ 

2{a*b*-\-b'c*+c*a*) [ P-4 D P ] 

•7 (rt-|.i>+<^)(rt'4.fc'4.c')-(rt»4.i)«4.c^' = 

ab(a —bY+ae(a—c)''+bc(b—c)' 
•8 (rt4.&)(a-ò)'+(ò4-c){6— c)'+(c+a)(6'— a)' = 

2(a+b+c){a—b){b—/;){C—a) [ (b+c, r+a, a+b) \ ia,b,c) P-1 o. P ] 

^ 20. a,b,csn .3- 
M a6(«'— iH^^^l^'— <^)+«?«(^"'— «•) = — {a+&+c)(rt— ?<)(6— f)(c— rt) 
•2 ab(a+b)*+b(.ib+c)*+ca(e+af == 
(rt+fe+c) ({a+i>)(ft+r)(c+fl)-4a6cj 

•3 a(6— ^)(^4-r— rt)'4-6(c— a)(c+rt— 6)'+c(«— i>)(rt+ò— <?)» =0 

•i (a+ft+r)' + (— rt+6+rf + (a—b—c)' + (rt+ft— r)' = 
4(rt'+//+c-') 4- 24(ftV+cV('+rt'ft') 

^ 21. a,b,c,den .3- 

j DlOI'HANTUS III P22 j 

•2 ia*—b'){('—(F) = (ae—bdf—{ad—bcf 

•3 {a'+b*+c*+(P)*=^n*+b*—c*—(ì*)*+{'^nc±2b(r^+{2bc^:2ad)* 
t P. Tannery IdM. a.l898 p.282 j 

^ 22. a,b,c,d,e,f,g,h,d,b',c,d!,e,f,(j',h',p,qEn .3. 

• 1 («'4-C& W4-<'?'") -- {aa'-ifd)b'f-\-c{ab'—a'bf 
•2 » » ={aa'—rbb')*+r{nb'+a'bf 

•3 (rt>4.?;'4.c»Xrt"+&"4.c'')-(rtrt -|-?;6'+cc'/ = 
(rt//— rt'fc/4-(rtc'— aV/4-(/>c'— ftV')' 
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•4 {a'+b*+c*-{-d*Ìa'*+b"+c'*-\-d'*) = {aa+bb'+cc+d(iy+{ab'- 
a'b+c(r—c'(rf+{ac'—a'c—b(r+b'd)*+{ad'—a'd+bc'—b'c)* 
J EULER PetrNC, t.ó a.l7ó4 p.ó4 j 

•5 {a'—pb'—fjc'+pqd^a'*—pb'*—qc"+pqd^ = 

{aa'+pbb'±q{cc'+pd(r)f—p{ab'+a'b±q{cd:+c^d)f 
—q{ac' — pbd'+ia'c—pb d)f-\-pq{bc' — ad'+{a'd — b'c)f 
\ Lagrange a. 17 70 t.3 p.201 j 

•6 (a*+b*+à+d^+^+f*+g*+h*){a'*+b'*+c"+d"+e'*+r+9'*+h'*) 
= {aa'+bb'+c(;'+d(r+ee'+ff+g9'+hliy 
+ {nb'-ba'+cd'-dc'+ef -fé +gh' -hg'f 

+ {ac'+b(t—ca'—db+eg'—fh'-ge'+hf')* 
+ ((ur-\-bc'-cb' -da'+eh'-i-fg'-gf'-hey 
+ {ae'-bf-\-cg'-dh'-ea'+fb'-gc'+Iìd')'' 
+ {af+be'—ch '-dg'-eb'-fn+g(r+ h e')' 
+ (ag'-Oh'-ce'+df -\-ec'-fd-ga'-i-hby 
+ {ah'+bg'+cf+de^ —ed —fc'-gb'-ha'f 

j Degex, Mém. de l'Acati, de St. Pétersbourg, a. 1822 t.8 p.4 j 

^ 23. a,b,ce\\ .3- 

• 1 a»4.6»_rt/>(a'4-fc') = {a-\-b\a—b)\a*-\-b^ 

•2 (a-\-bf = a(a*—\Oab-\-bb*)* + b(oa*—\Oub-is-b*)* 

•3 ab((i?—b*)-{-bc(b''—c')-\-ca(c'—(e) + 

(a—b)(b—c)(c—a)(a*-\-b''-\-&-\-ab-\-bc+ca)=Q 

•■4 a*iy—(*)^b\c'—a*)-\-c'{a^—b*)={a--b\u—c)iJ)—ctab-{-ac-^bc' 

[ ibc, ca, (Of I {a,b,c, P-20-1 -D- P ] 

•5 {a+b-\-cf={a-\-b—cJ-\-(b+c—af-\-(c-\-a—b^-\-mib(ia}-\-V-\-(*) 
1 Cauchy Exercices a.l84:l t.2 p.l44 ( 

[ 'b-H—<i, c+a—b, a+b—c | ia,b,ci §f^ 3-8 O. P ] 

•6 2[{a—bf+{b—eì*+{c—a)*] = 

5(rt—Z;)(ò— 0(6'— «)((«— 6)'+(6—c)'+(e—a)'J 

[ (b—c, e — a, a — b' \ <i,b,c) P-b O- P ] 

^ 24. a,b,reì\ .3 

• 1 («+/>)• = {a—bf(a*—Unb+b')* + 4ab(M—bf(Sb—of 
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•2 {a*+a*b+ab*+l/)*+in*—a*b+ab''—b*)' = 2(a'4-6')' 

•3 {a*-\-a*b—ab*—l)'f—{a*—a*b—al/-\-Wf = 4ab{a*—b*f 

•* {a''+a*b—ab*+b''f—{a*—a*b-at^—l/')* = 4aft(rt'+ft'ya'— &»^) 

•5 i{a*+abWf—2'i{a'f>+ab'}* = (a—b)\'2(a'+ab+l/)-\-3ab]* 
I Lagrange a.l777, (Euvres t.4 p.346 | 

•6 a'(b—cf+b''{c—a)*+c'{a—bf = 3alK'ia—b)(b—e){c—a) 

[ (ab—ac, bc—ba,ca—cby,(aJb,c^VH-Q O- P ] 

^ 25. a,b,CBi\ .3- 

• 1 a'4-//— «&(«•+?>•) = {(i-\-bia—b)*(n*-\-ab-\-b*ia^—ab-\-b*) 

•2 {a*-^b'ia-{-b)—2aì){a*-\-b*)=[^n—b\\a+bin*-\-ab-\-b*ln*—ab-\-ì^) 

[ PI D. P ] 

•3 {a*-\-b\a-^b)—{a*-\-W}a*-\-b*)={a—b)\a-\-b\a*-\-lf)ab 

i («+?>)' = a(a^—2\a*b-\-'Aòall'—Wf-\- bCia^—'òba^b+ilab^—l/)* 

•5 (a+b+cf—ia+b—ry—in—b+ey—i—a+b+ry — 
56fl/>rI3(a*+6*+c*)+10(a*6'4-7>V4-c'a')) 



Lamé a.l840 JdM. t.ó p.l97 



^ 26. (iMu .3. 

• 1 (rt+?>)" = (a*— 28n'ft+ 70aV>'— 28rti'+//)' + 

64rt/Xrt— /»V?— 6fl/>+fc')' 

•3 (a'+n*b-aV)'—ab'+b\^-{a'—a'b-aV)*+ab'+bJ = 

4((b(a*—b*Xa'—aV)*+b') 

•4 «'+//— rtWr('4.//) ;= ((t+f,)ia—h)\n^-\-b*Xa''-\-b^) 

•5 {«+/;)* = a(a'—mn'b-\-V2(ìaVr'—Mnb'+9b'y + 
b{9n'—S4(('h+ 1 26r«V/— ;»)«// + //)' 



11 



•02 n,bs^, .3= +^< >• +'^ •=• f''>f> '• +fi >• — '' : — '^^ — ^ •=• ci<CJb 
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a,b,Cjden ry 

•2 a>b .=. a-\'C > 6+c 

•5 a>6 .1=:. — a < — ft 



^ 31. a,b£n . ceNj .^i «>►& .=. ac^bc 

^ 32. a,b,céNf . •■{a=b=ic) .3- 

• 1 {a+b—cf+ia+c—bf+ib+c—af > a6+&c+ca 

•2 abc >• (rt+ft — ^X«4-c — bXb+c — a) j Bertrand a.l855 p.l42 j 

[ (b+c—a, a+c—b, a+ò— c)](a, 6, e) §Ni 12-25 O- P ] 

•3 {a—bf{a+b-~c)+{b—c)\b+c—a)+{c—af{c-i-a—b) >0 

^ 33-0 a£(2No+l)-(5N„) O. a*— leSONo 

aen 3- '' (2a— 1)'— 1 e 8n -2 a{a*—l)e6n 

•3 «'(«'—1) « 12n i Leibniz MathS. t.7 p.lOl j 

•* a(a'— l)(a*— 4) e 120n 

•» aV— l)e60n " 

•6 a'(rt'—2K«*— !)(«*— 16) £ 2ó200n -7 a(rt"— l)£2730n 

•8 «'(«*— l)(a*—9)(a*— 16) £ -IGSOOn 

^ 34. a,ben .3- 
•1 «&(«'—&•) fi 6n -2 rt6(«'+6»X«'— '>')£30n 

a£2n4-l .3 -3 a(a'— l)£240n 

•* «V— IK« — 1) e ó^eOn 

•5 aV— 1)(«'— l)e4032n -6 «V— 1)(«'— 1)£ lló200ii 

•7 a,&£n./?i£N, .3 a"— &"• £ nx(rt— &) . «'"*—&"" fi nx(a+&) 

•8 ne 6N,— 1 . a,6£N, .3- 
(a+by-a''-b'' e nab{a+b){a*+ab+b*)xì!i ^ 



34*8"9 Queste Prop ftirono trovate trovate da C a u e h y, cercando la Dm 
del teorema di Fermai §N,9-4. 
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•9 ne 6Ni4-l . a.béìi^ r), 

(a+ft)' -a"-/r e nab{a+b)(a'+ab+byxì>l, 
j Cauchy a.l839(Euvress.l t.4p.501; Exerc. a.l841 t.2 p.l37 j 

^ 35-i 2n+l 3 n'-n'' . 4n ^ n«— n« 
•2 n 3 n'-f-n'+n'-t-n'-Mi' } Oltramare IdM. a. 1895 p.2o,166 j 

max min ^ 40. (n | No)§max 

•i ueCì^'n . max?/, en .3- rnii^( — ?0 =" — maxw 



Calcoli con numeri negativi 

La somma di più numeri relativi dicesi anche e somma algebrica ». 

Nell'uso comune, avendosi a sommare dei numeri positivi e negativi, 
quali « entrata e uscita » , « attivo e passivo » , debito e credito » , si suol 
tenere due registri, Tuno delle entrate, o dei termini positivi, e l'altro 
delle uscite, o termini negativi; sommarli rispettivamente, e poi farne la 
differenza. 

Spesso si tiene un registro solo, ma le entrate si scrivono in una co- 
lonna, e le uscite in un'altra. Ciò però non è necessario. 

Vogliasi ad es. calcolare la somma algebrica : -\- 71 

Sommo per colonne dall'alto in basso. (La lettera p vuol — 53 

dire numero precedente; si suole leggere con una pausa) + 35 

1—3 =— 2, ]}+ò z= 3, p — 7 =— 4 = — 10+6. Scrivo 6 e —17 

riporto —1. p+7 = 6, p— 5=1, p+3=4, ;> — 1 = 3, che +36 

scrivo, e trovo la somma +36. 

Alcuni A. (Colson, Cauchy,...), generalizzando una notazione già in 
uso nei logaritmi, proposero l'uso regolare di cifre negative. Ponendo 
1 = — 1, 2^ — 2, 5 = — 3, é=z — 4, ogni numero sarà esprimibile con 
queste e con 1 2 3 4 5. Cosi 6 = 1 4t, 12 34 = 826. 

Nell'addizione con cifre parte positive e parte negative, queste si di- 
struggono parzialmente, e i riporti sono più piccoli. La tavola di moltipli- 
cazione si riduce ad un quarto. 

E in sostanza basata sulle cifre negative un'antichissima regola di 
calcolo digitale per determinare il prodotto di due cifre dal 6 al 9: 

Per avere (5+cr)x(5+&), si dirizzino a dita della mano destra e b della 
sinistra; e ad (a+6;X si aggiunga il prodotto dei numeri delle dita rimaste 
piegate nelle due mani, cioè : 

(5+«)(5+6) = 10(a+h)+{o—a}h~b) 



NUMERI RAZIONALI 



§26 R 

^ 1-0 R= X3 a (a;6)3[a,&£N, . x= (Xb)(/a)\ Df R 

•1 a,teN, 3 b/a = {Xb){/a) Df 

•2 R=N./N, Dfp [ = P0] 

•3 a?,.yeR J^.', x=^y .=: z^fN, . ^^o?, ?^y eN, r^u . wo? = i^// Df 

^ 2. a,byC4AféN^ r): 

•0 a/6 = c/ri .=. ad = &<? Dfp j Euclides vii P19 j 

[ Hp . a/6 = cjd O. ò^^ , {hd){alb) , (6f/)(c/f0 fX, . PI -2 O. 

{h(ì){ajb) = {hil^cld) O. ad = bc (1) 

Hp . ad =:bc . wsN, . w(a/6) , w(c/<f) £ X, O- "«<^ ^= ^^ O- 

(uajb)lHl = (ucjd)bd . §X 1*7 O- ««f//ò = mc/^ (2) 

Hp . ad = bc . (2) . Export O. «/ò = c/rf (3) 

(1) . (3) .3 P ] 



l'O Ogni ente x della forma 3c=(X6)/a, ove a e 6 sono numeri natu- 
rali, cioè l'operazione composta di moltiplicare per 6, e poi dividere per a, 
dicesi «e ragione » o « numero razionale » e anche « frazione » ; e qui si in- 
dica col simbolo R. 

Il numero razionale è quindi un'operazione sui numeri, possibile in 
alcuni casi, come già si presentarono i numeri positivi e negativi. 

Nel linguaggio ordinario, « 3/5 di metro » suol indicare ciò che si ot- 
tiene dividendo il metro in 5 parti, e poi prendendone 3. Noi preferiamo 
invertire le operazioni; 3 5 significherà moltiplicare per 3, e poi dividere 
per 5; e ciò per rendere l'operazione possìbile in un maggior numero dicasi. 

I numeri ò ed a diconsi rispettivamente « numeratore » e « denomi- 
natore » della frazione 6/a. 

•1 Si scrive spesso bla invece di (X&)(/«). 

•3 Due numeri razionali x e y diconsi eguali, quando, qualunque si 
sia il numero naturale ti^ purché su esso si possano eseguire le operazioni 
ce ed y, i risultati sono eguali. 

2*0 La condizione necessaria e sufficiente affinchè sia ajb =: Cjd è che 
8ia ad=zbc. Qui a,b,c,d sono numeri naturali. 

L'eguaglianza ajb = cid è detta da Euclide « analogia » , che si potrebbe 
tradurre in « eguaglianza di ragioni », e che fu tradotto in « proporzione » 
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1 a/h = {(tc)/(pc) \ EucLiDES VII PI 7 j 

2 a/b = c/b .=. a^=ic -3 a/b = a/d .=. b=zd 

4 a/> r= 6?/rf .=. a/<? = b/d .=. ft/^^ = rf/(? j Eucl. vii P13 j 

5 rt/6 izz d/e . b/c = e/f7^, a/c = d/f \ Euclides v P22 } 

6 a/b = e/f. b/c = d/e .3 V^ = ^^/Z" t Euclides v P23 j 

7 a/b = c/d .=. {a+b)/b = {c+d)/d \ Euclides v P18 j 

8 a/b = c/d .=. a/b = (a+c)/{b+d ) j * PI2 ,19j 

9 a/b = c/d . e/b — f/d .3 {a+e)/b = {c+f )/d j » P24 j 

t P0i:)Pi--9 ì 



a e d diconsi i « termini estremi », 6 e e sono i « termini medi » . 

Essa si indica pure con a:b::c:d, che si legge « a sta a b come e sta ^d». 

Quindi affinchè quattro numeri siano in proporzione, bisogna e basta 
che il prodotto degli estremi eguagli quello dei medi. 

Questa nomenclatura, assai diffusa nei libri elementari, è quasi scom- 
parsa dalla matematica superiore. 

Dimostrazione. Se a,6 = c/cZ, allora operando sul numero bd, siccome 
{bd){ajd) e {bd);{cid) sono numeri, cioè le operazioni sono possibili, per la 
Df dell'eguaglianza di due razionali, i risultati saranno eguali, e quindi 
sarà (ul =r bc. 

Supponiamo ora adz^bc. Prendasi ad arbitrio un numero u, ma tale 
che su esso si possa eseguire le operazioni ab e e 'cZ. Allora dall'Hp acf=6c 
si ha uad-=.vòc^ che si può scrivere (ita;b)bd^{ucld)bd\ e sopprimendo il 
fattore non nullo bd^ si ha iùajb=ziicld. Quindi, se ad-=,bc^ effettivamente 
sono eguali i risultati delle operazioni ajb e cjd su uno stesso numero, che 
le renda possibili. Quindi queste frazioni sono eguali. 

Questa Prop qui è dimostrata, deducendola dalla Df di eguaglianza di 
due razionali, PI '3. Essa invece è da alcuni A. assunta come Df al posto 
della 1*3, e perciò è indicata con Dfp. 

La scelta dell'una o dell'altra delle Dpfcome Df effettiva qui dipende 
da ragioni di opportunità. 

Assumendo come Df la 1*3, noi diciamo che 2/5 = 4/10, perchè 2/5 di 
una grandezza qualunque, p. es., il metro, il numero 10, valgono i 4/10 
della stessa grandezza. 

Assumendo come Df la 2*0, allora dire che 2/5 := 4/10 significa dire 
che 2X10 = 5X4. 

•4 II passaggio dalla proporzione ajb=:cjd alla ajC=:bìd dicesi, in 
matematica elementare, « alternare ». Il passaggio alla bjaz^djc dicesi 
« invertire » . 

•7 II passaggio dal primo al secondo membro della '7 dicesi « com- 
ponendo » . 

« Dividendo » indica il passaggio- inverso. 

Queste Prop si deducono facilménte dalla -0. 
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^ 30 x,ysB, .3 

x+y =ziRf> z3(uéS^ . ttXy uy eNj 3" • wx+wy = uz) Df 



30 Se parliamo di numeri naturali, si ha 

u(x+y) = ux+uy, (1) 

Se x e 2^ sono razionali, il secondo membro ha senso, purché ux euy 
siano dei numeri naturali. Nel primo membro figura a+y, che non è an- 
cora stato definito. Lo definiremo in guisa da rendere vera queir egua- 
glianza. 

Però non si può assumere per Df di x-^-y Teguaglianza (1), poiché la 
la Df deve essere un'eguaglianza il cui primo membro sia Tente che si de- 
finisce ac+y, e non solo lo contenga. 

Se si risolve la (1) rispetto a x-\-yy si avrebbe 

x+y = (ux+uy)lu ; 
ma nemmeno questa eguaglianza può essere assunta per Df, poiché non é 
omogenea rispetto alle lettere reali dei due membri. 

Il secondo membro invero contiene tre lettere reali fl?,y, e m; e non è 
lecito indicarlo per Df con a?+y, espressione contenente due sole lettere. 

La necessità che una Df contenga nei due membri deireguagllanza 
le stesse lettere reali, ossia ciò che dipende da alcune lettere sia indicato 
con un segno in cui queste lettere figurino, risulterà chiara dall'esempio 
seguente. 

Mi permetto di definire un'operazione, da indicarsi col segno « ? » , 

colla Prop seguente: 

a;,2/,2€No -D- x?y = x+y+z 

Se questa Df fosse legittima, sarebbe vera per definizione. 

Ponendo allora successivamente 0,0,0 invece di £c,y,«, poi 0,0,1 invece 
4elle stesse, trovo 0?0=:0, 0?0 = 1, onde l'assurdo 0=:1. 

Però la Df può contenere nel secondo membro delle lettere che non 
figurano nel primo, purché queste lettere siano apparenti, cioè il valore 
di esso membro non dipenda da queste lettere. 

Noi dobbiamo adunque per definire x+y, scrivere un'eguaglianza, il 
Qui primo membro sia x+y, oltre a simboli noti e a lettere apparenti. 

Daremo la Df30: 

Essendo x e y dei razionali, con x+y si intende quel razionale z tale 
che, comunque si prenda un numero naturale u, su cui si possano ese- 
guire le operazioni x e y, sì abbia uzz^ux+uy. 

Il secondo membro contiene due altre lettere z ed u. Si riconosce che 
esse sono apparenti, alla sola lettura della formula. 

In « uz=:ux+uy »; le lettere x,y,z^u sono reali. 

In « comunque si prenda u si h& uzziz ux+uy », la u é apparente. 

In < quel z tale che, comunque si prenda u, si ha ecc. » , anche la z 
diventa apparente. 

Si riconosce poi , dall'esame dei simboli , quali sono le lettere 
apparjBnti. 

Pbamo, Àritm, 5 
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3*1 aybyCsS^ .3 d/c+b/c ^= {a+b)/c 

[ alc-{-b]c =: ì Ro z^tuì^i . ualc^ tibie éN^ O» • «a/c+wft/c = uz] 
:= » » » » (tia-\'Ub)lc = tt-j] 

= » » » » u{a-{-b)lcssuz] 

= » » » » (a+&)/c:=2] 

= . [z = (a+6)/c] = (a+6)/c] 

t aJbfi^deS^^ r^. a/b^ò/d=:{ad^bc)/(pd) 

[ ajb+cld = (ad)l{bd)+(bc)l{bd) = (ad+bc)l{bd) ] 



Invero la u fi^ra come indice al segno 3; e inia lettera che figura 
come indice al segno deduzione, reale neirHp e nella Ts, diventa appa- 
rente in tutta la deduzione. 

La £ è accompagnata dal segno 3. 

Ora se px è una Prop contenente la lettera reale z, neirespressione 
^K P* )i ^A lettera z è diventata apparente. 

Quindi il secondo membro della 3*0 contiene due sole lettere reali x 
e ^ ; ed è permesso di indicarla con un segno, quale x-{-y, che le contenga 
amendue. 

3*1*2 Somma di due frazioni aventi lo stesso denominatore, e di due 
frazioni qualunque. 

Queste Prop* 1*2 non hanno il carattere di Dfp, ed impropriamente nu- 
merosi A. ne assumono una quale Df della somma di due razionali. 

La Df in questione deve avere la forma : 

Xyi/sB. .3- 3?+y = (espressione composta con x e y e con segni noti). 

Invece la 2 esprime a/6+c/rf non già mediante a/6 e c/rf, ma mediante 
afiyC.d. Ora dato il razionale a?, esso si può mettere in infiniti modi sotto 
la forma a/6, ove a,6£N,. 

Vale a dire, dati a e 6 risulta determinato a/6, ma viceversa, dato a/6 
non risultano determinati a e 6. 

Che una eguaglianza, il cui primo membro sia una espressione o fun- 
zione a, di due funzioni, Tuna /? di a e 6, e Tal tra y di e e ef, e il secondo 
una funzione di a^b.c^d, non possa assumersi come Df della funzione a, si 
può verificare con un esempio. 

Mi permetto di definire un'operazione ^, leggasi «medio », sui razio- 
nali, colla Prop seguente: 

a,6,c,rf«N, .3. {alb)fA(cjd) = (a+c)/(6+rf), 

avente la stessa forma della 3*2. Ne deduco (1/2)^(2/3) = Slb,{2l^)/i(2IS) = 4/7, 
e poiché 1/2 = 2/4, operando sui due membri con a*(2/3), deduco 3/5 = 4/7 
cosa assurda. L'assurdità della conclusione prova che non è permessa una 
Df della forma scritta. 

Queste regole per le definizioni matematiche furono messe in chiaro 
solo da quando le definizioni si esprimono completamente in simboli. 
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4tt 4. a,b,ceB. .3 -1 0+&SR 

•8 0+6 -—6+a 

[ P30 O a+Ò = iRn«»(MN, . ua,«*»N, .D« . tw+t* : 
(Comin+) = (§-M-4i O. . . . . . ub+ua: 

P30 O- » -^b+a I 

•3 a+(6+c) = (a+t)+c = o+6+c •* a+c = b+c.=. 

5-0 rr,yeR .3 

iBXtf = «i^ — 7 R « J3(«£N, . ux,uxij sN, .3» • uo!y=^uz) 

a,b,c,ds!>Si .3* 
•1 ia/b){b/c) = a/c 

I Df O- (a(ft)(6/c) = I R 'u»(««N, . wn,*, uabxbic *N, .3,. uxa,*Xft/c ; 
S/-1.3 ' • . . . ««/c = w« 

DfI2 0- • =<i/c ] 

■4 (a/bXc/d) --= {ac)/(pd) \ Euclide» viii P5 

^ 6. a,b,CB^ 3: 

"1 aXbéS. -2 ab = ba -3 a{&c) = (a6)c^a6c 

•S ac = 6e .^. a=i6 
(R I N,)§x P2 

7-0 a;£R 3 /» = ' R" y3(aX'/ =1) 
a^eN. 3 1 /ia/b)=b/a 

= . {«Xy=6) 



6'0 Per prodotto di dae razionali x « j/ si Intride quel ragionale 
•oddisfa alla condizione uxy = uz, per ogni valore del numero natar 
il quale renda interi ux e ttxy. 

Secondo Euclide, xXy è U • ra^one composta * delle ragioni 3 
7-0 Essendo x un razionale, con fx che si legge < dividere per : 
<il reciproco di a;>, si intende quel razionale che moltiplicato per a 
- Quando si considera il reciproco di x, spesso si saol indicare co 
La soppressione del numeratore 1, già usata presso gli anticlii Egi 
a.— 2000, fu di nuovo proposta da non molti anni, onde ottenere i 
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- .V 

^ 8. a,b£R .3 
M /asB, -2 /{/a)=:za , 

^ b/a = bx{/a) Df -4 /{ab) = (/aX/b) 

•5 a?eR . oo? 1=6 .=. 0?^= b/a [ Oper/a o. P ] 

•6 aybyCeR r): 

oo^yéR . x/a = y/b . a?+y =^ •=• ^^= ac/ia-^-b) . y= bc/{a+b} 

[ Xyì/eB, . xja = .y/è . x-{-y =c .=:. aeR . y=z bxja , ay^-bxla =c 

.=. xsR . ac(l+ft/a) =c . y= to/a 
.=. x= acl{a-\-h) . y= 6c/(a+6) ] 

^ 9. /fe RfR : i/,3^£R Oy,x. /li/+^) = /y+A : or^R Q. 

l Hp .3 A1X5C) = iX/x - (1) 

Hp . nfNj . f^nx)=znXfx O- /*[(^+l)^] = A^*^+^)= 

/(waj)+/*x==n/*x+/jc = (w+l)/x ^ (2) 

Hp . nfNi . (1) . (2) . Induct Ó. f{7ix) = nfx (3) 

» . {xln)\x P(3) . Oper/n O. /"(x/n) = (/ìc)/n (4) 

Hp . w,7i^Ni . (3) . (4) .3- /lwia?/w) = m/\xjn) = {mln)fx . (^) 

. . . ai^) P(5) O. AW^) = C^AOA (6) 

(6) O. P ] 



fetto parallelismo fra le formule col segno — e .quelle col /. Come si scrive 
— 5 invece di 0—5, cosi si scrive /5 invece di 1/5. 

Alcuni dicono « inverso » invece di « reciproco ». 
8*3 Essendo a e & dei razionali, con ò/a si intende il prodotto di b pel 
reciproco di a. 

'5 Essendo a,& dei razionali, allora dire che x è un razionale soddi- 
sfacente alla condizione, o equazione, ax^ib, equivale a dire che x ha il 
valore 6/a. 

Si passa dalla axzzzb alla x:=:bla con < Oper/a », che si legge « divi- 
dendo per a » . 

'6 Due numeri razionali proporzionali a numeri dati a e ò, e la cui 
somma è e, sono rispettivamente ac/(a+6) e 6c/(a+6). Questa Prop, cono- 
sciuta col nome di «regola di proporzione, di società», trovasi in un 
papiro • egiziano deira.-— 2000* 

Infatti , consideriamo V insieme delle condizione x^ysR . xja =: yfb « 
x-^-yzz:c. Colla regola 8*5 si ha che ysR , xla:=zylb .=:. y^zbxja. 

Questo passaggio dìcesi «ricavare y dall'equazione xjaz^yjb», 
. Si ha l'eguaglianza logica: y = bxja . x-{-y = c.^. y 1= bxja . x-\4)xla := e, 
poiché dall'un sistema si deduce l'altro, e viceversa. Dicesi « sostiituire 
ad 2^ il suo valore ricavato » il passaggio dal primo al secondo sistema. 
Con regole precedentemente viste si deducono i valori di x e di y^ 

9, Indichiamo con f un numero razionale funzione d'un razionale, cioÀ . 
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R f^ 

Jfft 11- a,bEB, . w?,n£N, 3. -0 ofO = 1 Df 

•01 d(im+l) = (c^m)xa Df 
•02 a" = e^m Df 

•I of^'/neR -2 o"'o''=a"*'^" 

♦3 (06)"* = a"'6"* -4 (a'T = a' 

•5 /(a") = (/a)'" 

•6 p,geN. .3 ( pA)" = p V?" 

(R I N,) §^P2. 3. 



,mn 
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^ 21. a,6eR .3* '<> &>^ •==• ^^^ •=• 6£«+R Df 

•01 6>a .=. weN, . uà, ub e N, . 3^ . w6 > z«a Dfp 

§N, P2, 3, 5, 6, 7, 11, 12, 13, 14 

^ 22. afi,Cyde'S, .^: 

•1 a/b>c/b .=. a>c : a/b^a/d.^z. b<jì \ Eucl. v PIO j . 

•2 ' à/6 > ^/d .=; ad>bc 

•3 a/6 = ^/d . a>& . a>c .3- ^+^ > &+^ ( Eucl. v P25 j 

•4 a/(a+6) < (a+c)/ {a-^-b+c) 

•5 a/6 < c/d O- V^ < («+^)/(&+rf) < c/d 
j Pappus vii P8 p,691 \ 



ima corrispondenza fra razionali e razionali. E supponiamo che questa cor- 
rispondenza sia distributiva, cioè che, qualunque si siano i razionali y QZy 
«empre si abbia f{y+z) •=. fy-\-fz. 

Allora, essendo x un razionale qualunque, si ha che fx è eguale al 
valore che assume ^pel valore 1 della variabile, cioè /"I, moltiplicato per x. 

SI dice spesso che una corrispondenza fra un numero ed un altro è 
tina e proporzionalità » , quando la funzione della somma è la somma delle 
funzioni delle parti. 
11. Le Dm si danno ripetendo quelle del §f^, o ricorrendo alla '6. 
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Ut 23. a,6/,deR .3. 
•) b>a. =./!><: /a 

■2 a<^,m,n£R.'^.a<:i{nm-i-ni))/{m+n)<3t 
,•3 a<ib .=:. 3'Br X3ia<jr<p) [PSDPJ 

~ a+/s>2 

1 . osR O- ('+«)" > 1+»"' 
-Hi" > 1+20 (1) 

ilN»> l+J"" ■ Oper X(l+n) O- (1+«)K"H-1)> ■ 
-») = l+(m+l)o+»<i' > l+(m+l)a (2> 

iduct O P j 

O- (l+a)" < l+m(l+<Jra 

-") (1) 

n < l+ma(l+<i)f.»i . Op«r X(l+o) O- 
-1) < l+a+moO+oJHm+l) < l+<.(l+oK'»+l)+ 
m+lì = 1-H™+1H1+''TH"*+1) (2) 

1 O- P J 

Q. (l+a)"*' < l+(».+lKl+<i)-o 
l-HX»» 3. P 1 



;s o+N, . (Ìe 6+N, .3 

.=. {c~a)/a = id—b)/b \ Euclides vii PI 1 ( 

.=. (c+a}Ac-a) = (d+b)Ad-b) 

e x-\-R .3. Ì/—X = ì R« ssix-^-z ~tf) Df 

i+N, .3 a/c-b/c = (a-b)/c 
ìkeN, .3 a/b—c/d=(ad—bc)/(,bd) 



ri . aeR . (j<l .3 (l-a)"> I-mo 
3. (1-0)" < l-m{l-a)-a 

( [a/(l_o)|o]P2l-l-2DP ] 
.3 (l-ar</(l+ma) 
.»M<1 3. (l+ar</(l— mo) 

(l-Hi)"(l-nia)<l . {I-<i)™(X+nw:<l O- P-3-* ] 
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•5 m,neS^ . xsB, . axCn .3 {i+x/m)'*{l—x/n)'* <1 

[ 1> [l+xl(mn)]x{l-xl(mn)ì 
(1) . Oper^mn) O- 1> [l+x!imn}f{mn)X[l-xl<mn)1imn) 
P34-1 .3 H+xHmn}1n^l+xlm O- {l+xK7mt)fimn)^{l+x!n> 
P33-1 O. [l-xHmn)f^ > I-ai/n O- [l-a;/(m«)IM»«H) > (l-a:/« 
(2) . (8) . (4) O. P ] 

■6 x,y£R . a5-=i/ . wi.neN, .2). ir"*!/" •< [(ma:+«)/)/(*« 
[ mn(y-x)l{m+n} \ x P-B O- P ] 

34-0 aéS. . meN, .3 a"" = /a" Df 

a,fceR . m.nen .3. -1 o" £B Pll-2--* 

■5 a"" ^ /a"' '6 a^/aP' = a""" 

max min 3Ì& 40. {R | N,)§max 

■1 liE Cls'R . maxM eR -3 min/w^/maxw 



34. II simboIi§mo al^brico attuate si è lentamente sviluppato 1 

i secoli. Ecco un po^so in cui si ricontranu gli argomenti nega 

Chnquet a. 1484: 'qui partit .72.' par .8.* Il treuue ala pai 

Versione: (72a:')/(8a:*) =9x-». Si vede l'uso dell'esponente 

alto; la base della potenza indicata nella ventìone con x, h sott 

nostra A. Il segno — ha la forma m, ed è scritto dopo il nume 



' 



72 



§27 E 

•0 Ea? = max N^ ^ y^^H^fl:) Df 

•2 Ea? = j No<^ a3(fi ^ a?< a+1) Dfp 

•3 oJcN^ .3- Ea? =0? 

•4 tì7>y .3- Ea? ^ Ey 

•5 ofiNp .3 E(a+a?) = a+Ea? 

[Ex^x< Ea?+1 O. a+Ex ^ a+x < a+Ex+l . a+Ex «No O- P ] 

•51 Ea7 + Ey:^E(/r+y):^Er + Ey+l 

[ Exàx<Ex+l . E2/ày<Ey+l O- Ex+Eyà«+y< 
Ex+Ey+2 O. P ] 

•6 aeN^ .3 «XEr ^ E(axa;) < aX{Ex+l) 

•61 EocxEy^ E(xxy) < (Ex+l)(Ey+l) 

•7 aeN, .3 E(a7/a) = E \{Ex)/a\ 

•71 a?>l 3. E(Ey / Er) ^ E(i/A) ^ E[E2/ / (Er+l)l 

[ iylx) 1 2/ P-61 O. Ex X E(y/x) ^Ey < f Ex+1) XE(y/x+l) . 
Oper /Ex O. E(y/x) ^ E^/Ex . E(y/x) ^ Ey.\Ex+l) . OperE . 
P-4 O. P ] 

•8 a,6£N, 3- quot(a,&) = E(a/6) Dfp 



§E 

Ex, che si legge « Tintero di x », è il massimo dei numeri interi non 
superiori ad x. 

La lettera E è l'iniziale della parola francese « entier », e fu introdotta 
come simbolo da Legendre nel 1808. 

La Propl-8 esprìme il simbolo precedente quot mediante i nuovi / e E. 
Introdotti questi, si può mandare via il quot e tutte le Prop di §quot si 
si trasformano o in Prop del §R, o in quelle del §E. E precisamente le 

§quot 10 1 -3 -5 -6 1 8, 2-1-2-3 'é'b 8 -9 30 
diventano §E 10 1 -3 -1 -2 -5 -7 -4 -51 6 -61 -3 
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^ 2. aéR . nén r). 

• -0 Cfr^a = Cfr,E(X~"a) Df 

•i m,n£N^ . r)i€ N^xn Q. Cfr_^(X~— 1) =1 

'2 » . m-cN^Xn .3 * =0 

^ 3. afisR r). '0 orda = max n^ n3(X'* ^ a) Df 

•i XfK)rda :^ a < X|^orda + 1) 

•2 ord(a4-6) ^ max(e orda w e ordft) 

^ * . +1 

[ orda^ordft O- X|^orda^a<X|^(orda+l) . 6< X|S;orda +1) . 
3 XlV)rdfl<a+6<2xX(Xorda+l)<X|Xorda+2) O. P ] 

•3 a>6 .3* orda ^ ordft 

•4 ord(ax&) ^ orda + ord6 

» ^ orda + ordft + 1 

[ Xfvorda ^a< XjVorda +1) . X|Vòrd6^< X^(ord6 +1) O. Xj^orda + 
ord6)^aX6<XIXorda + ord6+2) O- P ] 

•5 meNj .3- wXorda :^ ord(a'~X m(orda+l) 

•6 a>'& .3- ord(a— 6) :^ orda 

•7 aeR-(Xf^ii) .3 ord/a =: — orda— 1 

[ Hp .3 xjvorda <a< xf^orda +1) O- X|X— ordo — 1)< /a < 
Xf^(— orda) O- P 1 



2'0 Essendo a un razionale, ed n un numero intero positivo o nega^ 
tivo, Cfrn a si legge « la cifra d'ordine n di a » , come già si è visto in 
§Cfr (pag. 47). Se n è negativo, ed =:*-m, ove meN^, Cfr— m« si legge 
pure « la cifra decimale d'ordine m ». Cfr— 1, Cfr— 2, ecc., si leggono anche 
« la cifra dei decimi, dei centesimi, ecc. 

Ffaziani decimali. 

Diconsi frazioni decimali, e anche numeri decimali, le frazioni il cui 
denominatore è una potenza di 10. Esse si indicano separando con un segno 
tante cifre del numero, da destra verso sinistra quanto è l'esponente della 
potenza di 10 per cui si vuol dividere. 

Questo segno di separazione è in molti Autori una virgola. 

Alcuni usano il punto ordinario. La notazione, abbastanza difiusa, che 
non presenta ambiguitA, e che perciò adotteremo, è quella d'un punto in 
alto. Questa vìrgola o questo punto diconsi < virgola decimale » , o < punto 
decimale » , per distinguerli dalla virgola e punto ortografici. 
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Ad esempio • 12-34 = 1234/X* = lX+2+3X-i+4X-2^ e si suol leggere 
« dodici e trentaquattro centesimi >, o anche « dodici punto trantaquattro ». 
In questa seconda dicitura, 12*034 si leggerà « dodici punto zero trenta- 
quattro ». 

•34 = 0-34 = 34/X*. 

Le operazioni sulle frazioni decimali sono casi particolari, e molto 
semplici, delle operazioni sulle frazioni, precedentemente considerate e che 
diconsi « ordinarie». È appunto questa semplicità che rese comune Tuso 
delle frazioni decimali. 

Addizione. 43-21+87-65 = 4 321/X«+8 765/X* = 43-21 

(4 321+8 765)/X« = 13 086/X» = 130-86. j87;65 

L'operazione si dispone come accanto: 130*86 
In modo analogo si fìi la sottrazione. 

Moltiplicazione. 43-21X56-7 = (4321/X*)X(567/X) = (4321x567)/X« = 
2450007/X» = 2450007 

Divisione, Il rapporto di due frazioni decimali, come già quello di due 
numeri naturali, e in generale quello di due frazioni ordinarie, è una 
frazione ordinaria. 

Non ogni frazione ordinaria si può ridiirre a frazione decimale. 

Si ha 1/2 = 5/10 = -5, 1/5 = 2/10 = 2. 

In generale se il denominatore è il prodotto di una potenza di 2 per 
una di 5, moltiplicando numeratore e denominatore per una conveniente 
potenza di 2 o di 5, il denominatore può diventare una potenza di 10; e 
solo in tal caso la cosa è possibile. 

Dato un numero razionale, a?, si può determinare il numero decimale, 
con n cifre decimali, che non superi x, e ne dififerisca meno di 1/X»» . 
Detto a il numeratore, dovrà essere 

a/X»*^ir<(o+l)/XH 

ossia a^ X» «< a+1, 

onde a = E(X'» a;), e la frazione decimale che esprime per difetto il numero 
razionale x a meno di X— « è : X--»»E(X« x) 

Se xzz^alb ove a,&«Nj, la frazione decimale cercata saràX— »»E(X»» &/«)=: 
X— «quot(X» 6,a), e le sue cifre si ottengono coli' operazione « divisione » 
fatta sui numeri interi^ spiegata a pag. 46. 

Nell'uso pratico si scrìve il segno =: fra il numero razionale x, e la 
frazione decimale che lo esprime con n cifre decimali ; sicché 

1/3 = -3333... 1/9 = -1111... 1/99=010101... 1/999 = '001001001.,. 
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§28 r 
^ 1-0 r= -hRw— RwtO Df -01 r = n/N, Dfp 

•2 07+;/ = 

• 3 — X = ? r^ y3{oo+!/ =0) Df 

•4 x—y=zx+(—!/) Df 

•5 ir^=y .=:: tisn . t^r, w.y en J^u, ux — uy Dfp 

'6 xXy = xy = 7T^z9(uen . uXyUxyen J^u. icxy = uz) Df 

•7 /x = 7T^y3{xy=l) Df 

•8 x/y = xx{/y) Df 

•9 0?+// = 7iT> 5r3(?e€n . uXy uy erv ."^u. nx-^-uy = uz) Dfp 

4& 2-0 aybsr .3 «+6£r . — aer . ax&er . §n 



1*0 Col segno r, che sì legge «numero razionale relativo », si intende 
rinsieme dei razionali positivi, dei razionali negativi, cui si aggiunga an- 
cora lo 0. 

'01 Essi si possono pure considerare come rapporti di numeri interi 
relativi, n, a numeri interi assoluti N^. 

Estendiamo a questi nuovi enti le definizioni date sugli n e sugli R; 
e ciò è possibile in due modi. Cosi: 

•1 Diciamo che due numeri razionali relativi x ey sono eguali quando^ 
preso comunque il numero razionale assoluto u, su cui possiamo eseguire 
le operazioni +x e +y, si abbia m+x =: w+y. Questa è Testensione di §nl*5. 

•5 Ma possiamo pure dire che i due numeri razionali relativi x e y 
sono eguali, quando, comunque si prenda il numero intero relativo u, so. 
cui però si possano eseguire le operazioni Xx e Xy, si abbia uxx^uxy^ 
Questa è l'estensione di §Rl'd. 

2*0 Le principali Prop sui numeri interi relativi sussistono ancora pei 
razionali. 

•1 Parlando del reciproco d*un razionale, bisogna supporre questo 
non nullo. ^ 
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J/jt 3- a,b,c,d£r r^:. 

•^ a — e -=0 ry. xer . oa^+b =r cr+rf .=. r=. {d — b)/{a — e) 
[ Oper— 6 Oi iw ■ «^4* ^ cx+d .^. a 
Oper-ca; r^: 



Di8trÌb(X,+) O: 
Oper/(a-c) O: 
Hp . P21 O: 



: ^ M+d — 6 
ax—cx ^ (f — 6 

(o— c)x = d—b 

c= (d~b)!(a-e) 
c= (d-b)l(.a^) ] 



t x,yer . x+i/ ^M . X — >/=b .=. x=:{a+b)/2 . y={a — &)/2 
j DlOPHANTUS I 1 t 
[ x,yn . x+ì/=a . x—y=b .=. j/er , x=y+b . y+fi-f-jf =o 

.-. !,= la-b)l-2.x=(.a-b)li+ò = {a+b)!^ ] 
[ x,ysr . x^y =a . x—y =b . Oper+ . Oper— O. 

x,ytt . 2a; = a-fò . ay = a-6 O- a:= (a+6)/2 . y= {fl-6)/2 (1) 
a:^ (a^-6)/2 . y= (a-6)/2 O- 3;,j/*r . x+y =a . a;-j/ =b (2) 

(1) (2) D P 1 



3'1 Indichiamo con a,b,c,d dei razionali positivi o negativi. Se a— < 
non è nullo, allora il razionale che soddisGa alU condizione ax-{-b = 
cx+d è dato dalla formula x^{d~-b)l{a—c). 



di primo grado • - La 
cenni nell'antico pa- 
lone fonnale della regola 



La condizione ax-{-b ^ cx-\-d dìcesi < equazì 
Gna risoluzione è pressoché intuitiva, e ne 
piro egiziano già più volte citato, 
trovasi in Àryabhata, che insegnava verso il 4-^00 ^ Paliputra sul Gange, 
sotto la forma seguente: 

Una persona possiede a buoi e b lire (rupie), ed un'altra e buoi e d 
lire; ed esse sono egualmente ricche. Quanto vale ogni bue? 

Il nostro A. risponde al problema: •> dividete la differenza delle rupi e((i—&), 
per la differenza degli oggetti (a — e). Il quoziente è il valore d'un oggetto > . 

La risoluzione dell'equazione si ottiene: 

A) Operando per — 6, o come si dice, trasportando il termine b del 
primo membro, che non contiene a:, nel secondo. 

B) Operando por — ca;, cioè trasportando nel primo membro quel 
termine del secondo membro che contiene x. 

_.C) 1 due termini che ora sono nel primo membro contengono 
amendne il fattore x. Per Distrib(X,+),aa;— CJ;^(ii— c)x. Il passaggio dal 
primo al secondo membro di questa eguaglianza dicevi ■ mettere x in evi- 
deuza >, o ■ raccogliere il fattore ar >, 

D) Infine si opera per /(a — e), cioè si divide per a— e, che è il fat- 
tore di a?, o come si suol dire è il « coefficiente • di x. La condizione che 
X sia un razionale, che accompagna l'equazione propo.ita, e le sue succes- 
sive trasformazioni, si può sopprimere dall'ultima, poiché se x^(d — &)/ 
(<i— e), e a — c-;rO, ne risulta xtT. 

■2 Data la somma a e la differenza b di due numeri x q y, questi 
valgono rispettivamente (ir-}-'"- ^ (a— ft),'2. 
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•3 x,yyZ€r . y+<3r =a . z-^-a: =b . x+y =c .=. x= {b+c — a)/2 • 
y= {a+c—b)/2 . z= {a+b—c)/2 j Diophantus 1 16 | 

•4 x,yyZeT . y-^-z — x ^a . z+^ — y =b . o^+.V — ^ =^ .=• 

0?= {b+c)/2 . y= ... 1 Diophantus 1 18 { 

•5 x,yyZ,ter . y+z+t =a . x-i-z+t =b , x+y+t =c . ^+y+ 
z =d .=. 0?:= (6+c+d — 2a)/3 . y= . . . j Diophantus 1 17 j 

•6 Xjy^Zyter , y+z+t — x =a . x+z+t — y =b . x+y+t — z =c . 

^+y+*— i =d .=. X ^a+b+c+d)/4 — a/2 . y= . . . 
j Diophantus 1 19 j 

^ 4-1 ap,c,a\b'ydBr . ab* — a'b'c=0 r^: 
x,ysr . a^+by=ic . ax-^-b'y =c' .=. 

0?= {cb'--c'b)/{ab'--a'b) . y= {ac'-acyiab'-^ab) 

[ Hp O. a-=0 .w. a'-=0 
Hp . a-rf) O- 2c,y6r . aac+&^=c . a'x+6'y^' .=. 

ysr , xz=(c^by)la . a\c—bt/);a-\-b'y =ui' 
.=. » ». a\c^by)-\-ab'y = oc' 

.=. » » . a'c—a'by-\-ab'y ^ oc' 

.=. » » . (ab' — a'b)y:=iac' — a'c 

.=. y=z{ac'-a'c)l{ab'--a'b) . ir= [e— 6(ac'— a'c)/(a6 — a'6)]/a .=. ^. J 

•2 afi,c,a\b'jC'8r . a6' — a'6 =0 . oc' — a'c -=0 .3« 
-a (x;y)3[ x^yer . ax+by =^c . a'x+b'y =c' ] 

•3 ayb,CA',b\(/er . àb'—a'b=0 . a^'—a'c=0 . a-=i:0 .3- 
a?,y£r . ax+by =c . a'x+b'y =c' .:=. i/er . a;:= (c—by)/a 



Questa regola insieme a molte successive trovasi in Diofanto , che 
scrisse un* aritmetica in Alessandria d'Egitto verso il -f-^^* 

Sono scritte in simboli due dimostrazioni. 

L'insieme delle condizioni date, ove si ricavi x dalla x—y^b, e si 
metta il suo valore nell'altra equazione x-^y =: a, ci dà il valore di y, e 
in conseguenza quello di x. 

Oppure, si sommino e si sottraggano le due equazioni date. Se ne de- 
ducono due equazioni contenenti Tuna solo x e l'altra solo y. Ricavati cosi 
X e y^ bisogna ancora verificare che essi soddisfano effettivamente alle 
equazioni proposte. 

4*1 Risoluzione del « sistema di due equazioni di primo grado a due 
incognite»* L'espressione ab' — a'b dìcesi «determinante di afi^a'fi' », Se 
esso non è nullo, la *1 dà i valori di x e ^. Se esso è nullo, ma non è 
nullo un determinante analogo, la P*2 dice che non esistono valori razio- 
nali (e finiti) soddisfacenti alle condizioni imposte. Se infine queste due 
espressioni sono nulle, ma uno dei coefficienti, p. es.'a, non è nullo, al- 
lora la P'3 dice che si può prendere ad arbitrio y, e ne risulta determinato x« 
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§29 n 

^ 10 17= Br^x3{x<Cl) Df 



' [ x.yitj O. x<l . .y<l .3 x.y<l O. 1717 Di; (1) 

ajfii; O. x<(x+l)/2<l .3 a7£i;i7 (2) (1).(2) .3 P ] 

•2 lyN, = 17R =R 

<))( 2. a,&£R .3- 

•2 ?ya 3 ^& O' ^^i^ 

[ Hp 3. 6-fi 176 3. 6-fi lya 3. -(&<«) O- Ths 1 
•3 lya = );6 .3- ^^^=& [ Hp . P-4 3. a^ . 6:Sa 3. Ths ] 

[ § Cls' 2 8 3. fjia-^) D lya+iyò (1) 

xsrja . ye ^b 3- ^<« • yKP -'D- 3C+y<^+^ O- 35+y « »7(a+&) (2) 
' (2) 3. i/a+i/ò D '7(«+&) ' (3) 

(1) . (3) 3. P ] 

•5 riayrib=ztj max{iaub) 
•6 ria^rib-=-ri min(eau6) 



1*0 Col segno 17, che si legge < fìrazione propria », o « frazione », o 
semplicemente « età » , si indicano i razionali minori di 1. 

*1 II prodotto di due frazioni proprie è una frazione propria, e viceversa. 

Si badi di distinguere 97X^ da 17', poiché 17 X*7 P^^ ^^ I^^^^a^» significa 
prodotto di due età, eguali o no; e 17* indica i quadrati degli età. 

2'1 La Prop < & è minore di a » è equivalente alla « 6 è una frazione 
propria degli a ». Si ha cosi un simbolo semplice per dire < numero razio- 
nale minore di a ». 

jri equivale a « frazione impropria » , o < frazione maggiore di 1 » , o 
«1+R». 

Se u è una classe di razionali, rju indica i prodotti di un 17 per un u; 
quindi xeTiu significa « x è un razionale minore di qualche u » . 

In §Cls* si sono incontrate alcune proprietà dei segni +,X4^ che estesi 
a Classi, non hanno tutte le proprietà degli stessi segni fra numeri; ma 
invece d*un ^ bisogna scrivere 3- 

Le Prop2'4 3*1*2*3 dicono che quando una classe è la 17, si può, invece 
del 3i^ scrivere di nuovo 1*=:. 



3. M,p,«)eCls'R .^. 
■1 t}{u+v)^>iu+i]V jDÌ8trib(ij 

[§ClB-2-9.3 .,(«+«') 3 iw+i" 
awu .ytv.te tjx+tjy . P2-4 O- " •;{*+y) -D- " •?(»+») 
(2) . Elim(a;,y) .3 ,u+,«D,(u+«) 
dì . (3) O. P 1 

■3 m.ncN, .^. t/w*** ^ i;«"w" 
[ §Cls'3'8 -D, iju"*" ^ iju"u" 

(2) . EIim(a;,y) .3. iju"«» 33 7""+" 

(1) . (3) O. P 1 

•A )«SN, O- V{v'')=*ì 
[ m = l . Pl-1 O. P 
nuN, . iji^ ^ ij . P'3 3- »)'J"+' ^ t'Ì^V ^ l'I ^ "J 
(1) . (2) . Indnct 3. P ] 

4( 4*1 ue Cls'B . maxu £R .^ 17» = ); maxu 

•1 uè Cls'R . min{R-ijM) e& .'^. »;« ^ ij min!* 

•3 US Clfl'S . oéS .3: V** ^■';« •^' '^= niin(IU^w) ■ 



NUMERI REALI 



§ 3Q 



1. afiyCydeCls . uè bta 7^. 
•0 u^a = y3[ a a^ x3{ììx =y) J Df * 

•Oi ye u^a .=. a X3(xea . ilx =y) [ PO . Opery* o. p ] 

[ Hp O. cf\X3{ux:=y)'3 afsxB{v>x=.y) , Operg . Opery? O- P ] 

•5 c'^a.d'^a 3- u'{(\id) = u'ó\^u^d Dìstrib('u) 

Di8trìb(«,u) O' » y? a[<^'^^K*'^*^=y) ^ c2Kr3(u5C=y)] 

Distrib(a,o) O. » y^i [a cnir3(wic=y)] sj [a cir>x9(ttóc=y)] | 

Distrib(3, \j) O* * y5[ a cr>X3{tix=:y) ] ^ y?[ a ^2'>«9(wa:=y)] 

Df* O. » u'csju'd ] 



1*0 Siano a e & delle classi, e t^ un & funzione degli a, cioè una cor- 
rispondenza fra gli a e i &. Allora con u^a, che si legge «u degli a>, o 
« u di qualche a », e anche « u di ogni a », si intende Tinsieme dei valori 
che assume ux^ ove x assuma tutti i valori nella classe a. Cioè u^a è ogni 
ente y tale che si possa determinare un individuo della classe a, ed x 
tale che si abbia ux-=.y. 

Operando per dCB sulla '0 si ottiene la *01. Si vede che il secondo 
membro contiene la lettera apparente x. La notazione ora introdotta del 
segno *' permette descrivere la stessa relazione senza lettera apparente. 

'2 Se la classe e è contenuta in a, anche gli u dei e sono u degli a ; 
cioè ai due membri d*una Prop universale si può premettere il segno u% 
e si ha una Prop universale dello stesso senso. 

Es. « Italiano 3 Europeo » . Operando per « figlio di » si ha « figlio di 
un Italiano 3 figlio d'Europeo » . 

•5 Dice che il segno ' è distributivo rispetto ad \j. 



■e a («'rt)'v .=. 


a 


a^x3{iix 


ec) 




l Dr .-,: 




a (u'aW 


: .=. 


ao^ysfaa^a-s^iia; 


§a 2-1 -3 








3n/^a;ì[3<r.i/ì(.y: 


Df, .3 








(3(¥MHX 
(uxec) ] 


■7 M'A = A 










•8 rea .3- "'*^ 


^i «J 







■ 1 h£ eia .3. Cls'A = !/3 a Cls '*j[;3{icft =,'/) = Cli 



Es. Figlio ili ( Italinno u Franctise) = (tìglio di 

(li Francese). 

Questa proprietà rnssoiniglia alla distributiva di i r 
(pa^. 23), e se ne dedute; ne differisce però in questo 
guendo l 'operazione n si ha una clAfise contenuta nella pre 
gioreune n Italiano 3 Italiano, invece operando con ', 
non è sempre contenuta nella precedente ; cosi ■ tìglio di 
leg^e < tìglio di qualche Italiano > , o « Rglio di un Italia] 
taliano>, indica una classe non necessariamente conten 
2'0 a'u si può leggere • degli <t i'u •. e si usa quat 
di operazione che sussegue la variabile. 

-1 Sia k una classe; allora x^, o semplicemente j: 

classe contenuta in k; e col variare di x le rappresen 

Cls'A; indica i prodotto logico d'una qualche classe per 

• classe di A", come ^ stato definito in §Cls' (pag. 27j. 

Eifempio. CfvN,' = 0-9 

■ Le cifre delle unità dei numeri cubi sono tutte le 

Se u è una cia.sse di numeri, (>rt a è un numero, a-\ 

rappresentano i numeri che .si ottengono aggiungendo t 

tiplicando per a gli u, o dando ad a per esponente i vi 

per le convenzioni fMW. in §Cls' i.pag. •27), queste class 

plicemente con a+u, nX", af'u,... Vale a dire parecchi 

cedenti esprìmono semplicemente la convenzione di sol 

' e ' in quei casi speciali. Ma non sempre è possibile » 

segni, p<;r ragioni di chiarezza, o perchè si può prea 

Altro es. No* 13 5Nrfy(5N„+ri«(6N||+4 

Elevo a quadrato, Os.servo che il quadrato del qua 

di numeri è la quarta potenza di questa classe, precisam 

su un numero, come dice la Pl*4 in cui al posto di u 

drato di ■. Per la Fl'2, resterà una Prop generale delk 

No' D l5N„«(5No-|-lM5N'o+4)]' 



-3(.i-<l«) Df 

tu) Df 

■j(-c<(<) Df 

s(.c<(<) Df 

Df 

Df 



termini della so:ni 
'Nb+4)' D 5N„+1, 



sia « un razionale. Allora (licesi 
li M, e si scrive n<l'M, quando n 

ite superiore d'una classe di iiu- 

Df della forma; 

npoBta coi segni precedenti) 

lale a è minore del limite superiore 

IO nominalmente le relazioni e ope- 

ale. al limite superiore degli t(, 
ire un razionale minore di qualche 
qunlchii u 6 minore di a. Si puA 

ri di classi di razionali, dicesi chi^ 
a (cnteg'oria definita dalla 1-0) (■■ 
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^ 3. UyCsCls'R .3: 

•0 l'u^=Yv .=:. rjU=zr]V 
[ Vu =: l'i; .z=. Rf\X3{x<^\'u) = Bf^3{x^\'r) .=. iju = ìjv ] 

'i ìli ^ Yiy .=. i;w 3 V^ 

•3 l'u =1 l'iyu [ rì{tìu) = (i/v)" = v" • PO O P ] 

•4 a^R .3- ^= 1'^^ = 1'*^ 



5 



^ 4-0 ne Cls'R . aw . a R-( V^) O- V^ = 1' R-(^^A) Df 

•1 » » .3- 0= \;u .=. t^/i; =R Df 

(l. A, O I (1', ri, » PI . P2 . P3 

^ 5-0 Q = r '[Cls'R ^ ?/>5(a«^ . a R - rm)] Df Q 

•I RDQ [P3-4DP] 
•2 ?/£ Cls'R . a?^ . a R- ?;</. .3- 1'^^ ^ Q 

^ 60 X = l'R Df 

•1 TN^z^oo [ rNi = l'i7Ni = rR=:oo] 

•2 wfCls'R .3 r?/^x 



40 II sìinbolo 1, si legge « limite inferiore » . 
Sia u una classe di razionali, ed esistano degli ti. Allora per limite 
inferiore degli u si intende il limite superiore dei razionali ognuno dei 
quali è inferiore, non esclusa l'eguaglianza, ad ogni u. 

•1 Si dice poi che il limite inferiore degli u è lo 0, se la classe dei 
numeri superiori a qualche ti forma l'intera classe dei razionali. Vale a 
dire, se comunque si prenda un razionale, esistono numeri della classe u 
minori di esso. 

Le Prop precedenti sui limiti superiori continuano a sussistere pei li- 
miti inferiori, con leggiere modificazioni. 

5*0 Per « quantità » o anche « numero reale positivo » , indicato col 
«imbolo Q, si intendono i limiti superiori delle classi di razionali, effetti- 
vamente esistenti, e tali che esistano dei razionali maggiori di tutti i nu- 
meri della classe. 

1 I numeri razionali appartengono alla categoria delle quantità. In- 
vero ogni numero razionale è il limite superiore dei razionali minori di esso. 
00 II limite superiore della classe dei razionali dicesi « l'infinito » e, 
da Wallis a. 1665 in poi, si rappresenta col simbolo oo. 



. -a R - )jw .3- !'«= «^ 

■3 

x<:,a) + R^3(a-<6)] Df 

. aw O- l'« + l'w = r(w+i-| Distrib(l'.+) 

X . P-0 O- ru+rw = r[RAr3(a.<l'Hi+ 

= rC7u+.,y) = Vv{u-\-ii) = V{u+v) ] 

■ -3 a+b=Vu+ì'v=ÌXii+i-)=\Xv+uì=ì'v+i'u=b+a] 

■b)+c 

Vu . b=Vv . c=r((; .3 

+iyv+Vw) = Vu+Viv+w) = V[u+(v+ir)] = 

: y(u+v)+Vw = (Xu+Vv)+Vw = :a+b)+e ] 

< eQ -5 «+« =GC 

i: 1 b>a .=. bea+Q Dfp 

> a+c -3 b>a . d>c .3 b+d> a+c 

■D- 

. a« .3 1'" X 1'" = l'i'tX'') I>istrib(r,x) 

* 3. rwXi'v = l'[Rws(ic<l'M)xR«a's(3^<l't-')l — 
ì(,uXv)=V{uXv) ] 

■3 «(ftc) = iab)c = abc 

10 quantità n e 6 si intende il limite superiore 
Dnali, l'uno ininore di a o l'altro minore ili 6. 
Eioue « limite superiore • è distributiva rispetto alla 
i può assumersi quale Df dt^Ua somma di due quan- 
tvere la forma : a,b eQ 3- «+6 = (espression© 
e coi segni precedenti). 

■tiene nel primo membro l'u e ì'v, ma il secondo 
inte u e I.', e non gii enti di cui si vuol definire 

u, risulta determinato l'u; ma viceversa data la. 
Ite superiore di influite classi difTerenti. 
è analoga a quella fatta in §R3'1 pag. 66. 



9-4 a(b+c) =ab+ac 

l u,v.v:i Os'R . n=l'« . 6=l'f . c=I'k,- O- 

\-w) = i'Mxi-(<'-f ft-) = r[«x.>+'c)] = V[i 

ijtiw) = l'{iiuv)+V{i/utci = i\uv)-ì-l'(uw) = 
ac+bc ] 

•5 a,beQ, r). axb eQ e n 

^ 10. a.b,c,dEq -3: 
■1 a'>b.^.a€'p-bc '2 a^h.c 

■3 a>6.c>('/ O- flc+M>ffrf+6c 

•ì /«eQ -2 /{/«) — « "3 

■4 h/a=:bX{/a) 

•8 a=6 .=. /a = /b .=. a/b =1 

■6 xfQ . ox ^& .^. x^ b/a 

^ 12-0 fl=zQ«ir3(a;<l) 
{0, Q) i (-?. R) %n 

^ 13. ìt,iT Cls'Q . a(( . ar . flfiQ .3)- 

■0 r« — i'(R « 0«) 

a— l'ìf .^. % = Sff 

c«= l'w .— . e?( = Q : 0= 1,;. 

l'{u+r) = VH + ì'r l(«+E- 

•4 l'((fXw}=:r»xrr 
.S ì'it eQ .3. l//(() = /l'ii 

l'u=-o .=, iy((=0 

l'(««r) — - .=. l'i<=^ .«. Ir =-0 

1^(hm?-) =0 .=. 1,;( =0 .w. Ir =0 

14« a£Q.&£ft+Q .3 b—n^ìQr^xa 
Hp-o .3 •! b— «eQ "i 6— «+a=6 

12'0 U indica le quftutìtà iniuori di 1. Si può I 
Rtono le Prop del §17 scambiando >j in 0. 
13-0 Se M è una classe di qiinntitil, per limite 



wi = (ru)"X(i'«) = 

'(iju'WMJ ^ l'jju"**' := Vìi 



■6 oo"=cc 
= (1'»)* . I/W") = ( 



'=a] 



Di 

> . OpemsJ 0> P i 

li minori di qualche u. 
i ranionali maggiori di 
do la Dm delle Prop di 



> naturale, 
in tonde quella quantità 

irme K, r, \\. Le regole 

ItR'.e corame R*.216 .. 
vault com-e R».RM3 • . 
1 si dice e si scrive anc 
erra completata dalla PS 
'azionarie, che si rittcontr, 
wton (t 8.1727). 
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•5 "*v|/a = / "•via Comm(>J, /) 

•6 '^vK^'*) = r^r Comm(>J, 1^) 

•8 n///i = (j/p .3. "*>]«'* = 'y^t' 

mq .3. ('»>|ij\t)|^m/)) = ( P>jà|S7)!\mj;>ì . Oper »».^J .3). P ] 



% 22-0 a£Q . ìtieB. .3- 

ì aeq. p,geN, .3 a^(p/g) = '^a') 

•2 a€ 1+Q . meQ .3- ^^^ = 1' (^(R^0m) 
•3 » » » » izz 1^ afHRr> / V^) 

•4 aE0 . » » =l/f(R^^//«) 

•5 » » » » = r af^(R^ //i/0) 



Df 

Df 
Dfp 

Df 
Dfp 



22*0 Df della potenza con esponente frazionario. Ne risulta, Propl, che 
se p e ^ sono numeri naturali, a^j>,g) vale la radice d'ordine q di a ele- 
vato p. Però la P*l non si può assumere come Df, poiché il primo membro, 
che si vuol definire, è una funzione di pfq, e il secondo è una funzione 
di p e di <7, che non sono funzioni di pq. Occorre trasformarla come segne : 

« Se a è una quantità, ed m è un numero razionale, con a elevato m 
si intende il valore costante dell'espressione *7vK^'IV>), qualunque si siano i 
numeri naturali p e q il cui rapporto sia m »*. 

Essa si esprime coi nostri simboli colla 0, che si leg-ge: 

« d^^m è quell'ente y tale che, comunque si prendano i numeri natu- 
rali /> e q, soddisfacenti alla condizione m= p!q, sempre si abbia //=(«|VT^^ * • 

In questa eg-uaglianza-definizione, il secondo membro contiene le let- 
tere ì/jp^q^m^a. Le p e q sono apparenti, perchè figurano come indice al 
segno 3; la y è apparente perchè è seguita dal segno 3. Rimangono le 
lettere reali a ed m, ed è permesso quindi di indicare questo secondo 
membro col segno nuovo a|Vw, in cui figurano appunto le lettere reali a ed m. 

•2 Se a è una quantità maggiore di 1, ed m è una quantità qualunque 
(non razionale], per c^m si intende il limite superiore dei numeri che si 
ottengono elevando a ad esponenti razionali minori di m. 

•3 E si potrebbe pure definire come il limite inferiore dei valori di a 
elevato ad un razionale maggiore di m. 

•4*5 Se a è minore di 1, bisogna scambiare i limiti superiori cogli inferiori. 



t 



X (4^« = i'fffvR'rf')H)]x[i'n(v;iWHì] 

= l'(lf^[lH«9wlì+(I^^(ftl)l 
= V^[Rr,0{m+ìi)] 
= fl|Hm+») ] 

b" -C rt>l 3: ì>i>n .=. a"'>fl" 

■n .:=. a'" ■< a" 

D- 

). beS}.ceS.' 

= c+^|f/ .3- "^f^ ■ ''—'^ 

!+v]<' -D- (a-c)+s)b = vj</ . P-1 O- hen' (1) 

> . (c-«)+s|rf = v|b . . . (2) 

. (1) . (2) O. be E' . Transp O- P ) 

3. «/fceR' 

Ì0(«(') = c . p-1 O. 1X6 e R* -3 Ths ] 

'} . c>d . ^1+^=^+^ O- a=^ • ^—<^ 
ih) = c+d+24cd) . ab -e R' O- a+b=c+iì . ab=cd 
-dy O. a—b=c—d O. Ths ] 

P) = .je+^ . c>r/ O- 

= f«+vi(a*— 6)1/2 . rf= [a—^a*~b)]/-2 

i, -G EfCLiDE-s X P2tì, 42, 79. Ili, 59-96 i 

asiionali, e se a-|-.J&:=^. uuccssnriainente tallio b 

I di rA»[onali. 

I>, ove ti e b sono razionali, ma sJ6 non è raitionnle, 

è eguale ad un nitro binomio, le parti del primo 
'ualì a quelle del 8econdo. 

o>, in molti libri recenti, ha cambiato significato, 
. 'espressione della forma a-^b, ove a eb sono quan- 
ncl binomio non si possono più riconoscere i termini, 
linomio, si e introdotta In pnrola • polinomio >, che 



Am, 



« 2h. a,beq -D- 

■2 » — , — 

■3 a-beq O- v).J'(+^) = 

« 26. aMq O: 

■3 b>a .3. (6— fl)'/(86) < (a+bi/->—4,fib) < (/)— rt)', 
[ (fl+6V2-s|«6) = (rt-V/[2(i+6+2v|(<ìWì) ] 

« 30. 

■0 tii,n,x,y£q.X'^y .3- a;"'!/''-<[(»)J7+?(y)/("i' 

Lth.heR . ;)eNi . w»p,ijp«Ni . §R33'6 O- :ì\<mì>)Xy['{np) 

{mpx-\-npi/)(nìp+ìip)f'{j»p+ìip) . Operf',;» O- P ] 

■1 m.JVTsQ . ir<» .3. (l+x/m)'"(l-VO''<i 

[(l+3;.m,l-ar/iOI(^,yì P'O O- P I 

•2 »i,:r£Q . nix Ed .3. {l+a;)"'(l — "ÌX)<1 

[ {mx,l)\{x.7i)P-l.-Zi.P] 

•3 jHcQ . .xee 3. (1— 3:)"'(1+*HX) <1 
[ (a:,»)UP'l .3 {l+x'mì-H-xXl 



sigiiitica sommn di più qiiniitità. L'i 

CDufusn. Alcnni A. francesi scrivono 

« nfìmft », invece che ' hinoine • derivante da • onoina = n( 

25. TrasfonimKioiie delln radice d'un binomio nella somma 

26. ((i-fi'2 dicesi anche « media aritmetica fra n e 6». 
■^ab) diccsi "media geometrica". 

La Prop26'l dice che la media peoinctrica è ìtiferioi-e al 
La '3 dà una limitazione della differenza fra media arit 

metrica. 
300 La radice d'indice m+n del prodotto della potenKa 

potensa » di ./■ dicesi « media geometrica fra x e y coi coeff 

m e n ' . L'e.sprcsioue imx-\-Hf/ i_hi-!-h dicesi < nipdia arìtn 

2/, cogli stessi [tesi m e ir ». 

Questa Proii dice che la media geometrica è minore del 



Q 

■3 [1-I,(1-W)1-'H+»«»(1+»:)] <1 
O- ,(1-W1- [l+('n+l ild+fl <1 
.3 l+;iH+lj;<{l+a->'*i 1 

bQ O- (l+a!r>l+/»a; 

3. P ) 

) 1 {n,,n,x,gì P-0 3- P 1 

3. (l+j;)" < 1 l-i'i-s 

■^) P-5 3. P-S 1 

C,ììlXEd .3- (1— ^■)"' !> 1— ''W? 

1— J')"< 1— »IX 



1 3- (l+i »:^(»>■) > l+i,>» . Ope^^m 3. P 1 

! + /»')"< (l+A)" (Pl.x=13PJ 

('(,3:.j/) P300 3. P ] 

>//t . ireQ . x<^tn ry {V~x/iH)"*<_[l—x/n)'* 

i o- a-"^;"K«;'") >!-»/»> ■ oper^». 3. p 1 

«»>1 .3 (!-/».)-< (1-/»)" 

ii<ii Q. (l+a:A,ir">(l+a!/»r" 
;»,«) p-3 3. |«i,\oi+x)l— <(«;(»+»)«»+« . 

P] 

>i O- (i+/«i)"(i-/«)"<i 

3- P 1 
3P i 

,»;("+i)ii(»,«,j)PMo 3. PI 

r.y) P30'0 3. P ] 



1+Q O- (a+6)" > ir-\-„ui'-'l) 
. Oper x«tm) 3- P 1 



E 0(t . me 1+Q -3 (<*—&)"* > 6 
I0'7 . Ope» Xi.ohml O. P 1 

„icl+q O- (a+d)" < <!"+<«(« 

e Sa . niel+Q, .3 (a— i)" < n 

?l .3 P 1 

a<6 . i.ie 1+Q O- 

;"-' < (()"— n")/(6- o) < »i6""' 

/»£ 1+N, .3 ".Ha'+b) < n+6 
«lEl+N, .S</iia- 3 "J((i"- 

I 6 P-l-2 . Oper «J .3. P-6-7 ] 



n) §11 Pl-32 

;ls'q . a» . a'; . aeq 3- 

=.fi— Q=i<— Q 

=.o+Q=,<+Q 

=: -a «"(o+Q) : i/e <i-Q 3!,. a 

=:.-.+ 

'w .^. ti — Q =r\ 

,«.=.«+Q=q 

'h .=: )>ifq .3". a (("(//i+Q) 

w . lj(( e qv (— ac 

«t, 3 l'« e q . r« a a 
■Q.31,«sn+Q. 

00 — xr= — X. — X <(l<+x . 



i'ii+ì'r . l,('!+r) := \,u+\p 

-ì,ii 

\'>' ^ I'h ^ l/( ^ l,v Oper 1', Oper 1, 

l'{inu) = itiXit . ì^{hih) = ml^u 

^: x= a+b .^. x= a+b .v. x=: a—b Df+ 

xsq . x*-\-2a,v+b =^0 .=:. a*^b . x^ — a+>J(a*— 6) 

. {x+aY = a'-b .=. a'-ft^O . x+a =i ±.4a*-b) .=. ... ] 

VI P28, 29 i 

i PiSASUs a.l202 p.407 : 

i'cnir« quaiititAt«m coiisus [a^j , qui eam datis radicibus 

mero dato [^—b], sic facias: aucipe quadratum me- 

f-], pt addo culli super iiumcrum datum [a'— 6]; et cius, 

ulicem aci^ipe [n|(i*— t>)]; de qua nunifìnim niedietatis 

—b)—a]; et quod remaiiHorit erit rndix qncaiti ce.nsus. « I 

-=0O: 

=0 .=. l}'—4ac^0.x=[~-b±^b'—iac]]/{2a) 

—0 .=. 4«'3;'+4(/&c+4«c =0 ,=. (ìax+by—V+iac =0 
:+(.)' = 6»— 4flc .=. ... ] 

UPTA a.;)98, Versioii de Rodet p. 75 : 

ì contiu dana le coté oppose à celui où sont... l'iiicoiinue 
ombre connii, niuUiplié par quatrc foi8 le nombre des 
du coeffic.ient du torme moyeii; la racine <to ceci, moìns 
:me moycn, étaiit diviuéc par deus fois le nombre des 

1- de X .J 

a{n-b) =l>' .=. b= a{^ò-\)/2 ^.a=b{^+l)/2 
-b)' = 36" .=. />(«+&)=((' .=. a—b = a{3-->p)/2 
s XIII Pl-6 1 

considerai* nelle Pvop 10-2'3 dìconsi • equazioni di se- 
loro Boluzione era ben nota ad Euclide, che ne fece uso 
:rica e sotto forma analitica. Ma la regola di risoluzione 
lente enunciata. Esaa trovaci in Leonardo da Pisa, e più 
tematici dell'India. 

numero che misura una luughe/aa o segmento, il mi- 
a ad una delle condizioni della -0 dice.*! » parte aurea 
(In ft in " media ed estrema ragione > « axQoy xal fiioov 
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afieq r^: 

lì'ì x,y£(\ . X'\-y =i2a ,xy=zb . x^y .=. 

a*>b . x=i «+v|(^^*— ft^ . y=^ a-^a^—b) 

[ x+y = 2a . xy = b .3 {x-i-y}'-ixy = i{a' -b) (1) 

x+y =z2a . (x+y)'— 4a7y = 4(a'— 6) O- xy=b (2) 

(1) . (2) O: 
x-\-y :=z'2a .xy =6 . ar>^ .=:. x+y =: 2a . Ìx-\-y}^^xy = 4(a*— ò . x>y 

. {x^yf = 4(a«— 6) . x>y 
. a-—b>0 . 3C— .y = 2st;a'— 6 » 

• ^^^* • • • I 

t DlOPHANTUS I P27, 30 I 

•2 x.yeq , x+y = 2a . af+y^ = 2b^ . x'^y .=. 

b*>a^ . x= a+g(//-a*) . y= a->J(&«-a") 

[ x+y = 2a . ac-4-^ = 2ò' . ic>y 

.=. x+y=z2a . (x+^j^— (x'+y^) = 4a'— 26« . ir>.y 
.=. » . xyzz. *2a^—b^ . a;>/y 

t DlOPHANTUS I P28 j 

•3 a^fteQ .3^ x,ye(^ . .<?*+//* =:« . .>t?// =:& . x'^y .=. 

a>2b. a?=g(a+26)+^a-2b) . y=^a+2b)-y\{a'-2b) 

[ x^-^y^ zzxt . xy =b . x'^y .=. x^'\-y^-i-2xy = a-\-2b . x'^+y^ — 2xy rr a — 26 
. a?>^ .=. {x-\-yy = a+26 . {x—yj^ = «—20 . a:>y .=. x+,y = \ìa+ 
26) . a— 26>0 . x— ?/ = ^}a— 26) .=. ... ] 

( Bachet, Comf/ienfaria in Diophantum, I, 33 quaestio I. j 



[ x*-\-y*=za . x+.V 



,=. x+yzdb . (x+.y)'— fx'+jy') = 6'— ti 
.=. » . Sxy(x+i/) = 6* — a 

.=. •• ] I DlOPHANTUS IV PI j 



1 Due numeri x e y hanno per somma 2a, e per prodotto 6; ac è il 
maggiore. Ciò equivale a dire che a^b, e che i numeri hanno i valori 
scritti. 

Infatti, dalle condizioni a?-}-.y=« • «^,^=6, elevando a quadrato la 
prima, e togliendo la seconda moltiplicata per 4, si tira una terza condi- 
zione; e viceversa dalle prima e terza, sottraendo dalla terza la prima 
elevata a quadrato, e dividendo per — 4, si ha la seconda condizione. 

Quindi la coesistenza delia prima e seconda condizione vale la coesi- 
stenza della prima e terza. Di qui, con una successione di eguaglianze 
logiche si ha il risultato. 



-=- -. . 4xf/ix-'-\-i/';+4i:xi/f = b^-a 

.=. ■ . ij-.y.Ii'— 2j.y)+6(.ry)' = &*— n 

'6 x'^+>/'=:a .■c-\-i/:=b .=. .x-\->/=b.òb.si/{l/ — xì/)^b' — a 
I .ì^-\-!/^=u . T+y=b .=. .r+!/=ii . ix+yr:x*—x*!/+x^y'—xy'+y*)=a 

,^. » . b[' x+y'^~^f)j.'!/—ax^!/' — 5xy'|=a 
.^, • . b'—bhxi/(x^-\-xi/-\-i/'')^ut 



i 1-2-tì aeq. »i£2N,+ l .3 ''4« = 7q'>.c3(,r"'='() Df 

■1 a,b,H,r eQ . H-\-r =.b . u-r = (a/'òf .3= 

ireQ . te' := «« -h '-J -=. a; ^ '>J«-i-''J'' 
[ (^|«^=^J'■)' = 3^M«+'^l")'^j(«'■)+'H-" O. .■M«+M''"i' = "iM"+Mf-ì+6 ] 

JN. Tartaglia h.1546 p.I2:!; 

... yuaiido cho'l tubo resta-ssc lui solo [:i^ ^ tix -\- b ] 

Tu ossurunrHÌ (juest'altri coiitrntti. 
IX'l iiumer forni due tal part'a volti [h = 11+v^ 

Clif l'uim in l'altra si prnrtiii'ji scliivlto 

El terzo tiilw rtclle cose in stolo. [ne =: ("/:(]=] 
Del!<( qunl poi, per coniuiun precotto 

Torrai li lati fuUi insieme (rioiiti 

Et total siiiniiia sarà il tuo eoni-ettJi, [j- = SJh + ">|i] 
... Questi trovai, et non con passi tardi 

Nel milk! c-iiiqueccut'e quatro e trenta 

Con fon dame 11 ti ben saM'c. ga-rliarrti 
Nella citta da! r 



X£i^ . x^-^-òax-\-->h ~0 .=. X— '^— /j+g(y>'+r/»)]+'4— ft— .J/;*+rt')] 
■3 /)»+«= =0 .3. q'>x3{x^-\-?>a.r-+'-2b=0)=^i{'^})^t{—2^Jl}) 

13-1'2 L'o'iuaxionc qui considi^rata dicesi de! terzo grado, perchè con- 
tiene In lettera x. di cui ai cerca il valore, alla potenza 3. 

I,n sua risolu;cione data dal tempo in cui l'Italia aveva il primato 
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•5 a,beQ . 8r/>6 .3. 
•6 aeq . teQ .3 

^ VÌ'O a^meq .3 a"" = /(«"') Df 

•5 a>b .=. a">&*^ •« a>l 3: />2>/? .=. r/'*>^" 

•7 a<:i .3: 7>?>n .=. a"<a*' 



9j& 14. ?/£Cls'(qo«xw^ — x) .3- 
•0 maxu ^ 1 H^ x3(ì/eH 3^- V^^) 

•01 min^( ^ ^i>^) 



Df 
Df 



•1 iium// fcN, .3- niJ^x//, mìwìt eu 

•2 1'//^/^ 3- l''^ = rnax// : \ìf eu 3- 1/^ = niin^/ 

•3 ?/,r€(Msq 3. 



^ 20. r(,?>£q .3 
*l) niodr/ = ? Q,,^ xsid— 

'\ modr/eQw^O 

•3 mod(— a) = moda 

•5 ^-1=0 .3- niod/a 



•2 mod(a+'>) 
'4 mod(aX/>) 
:/moda 



moda+mod/> 
modaXinod/> 



•« //?fN, .3 niod(/^/'") = (modrO "* '7 mod/^/ = >Ja* 



^ 21*0 j/£q .3 E.>^ ^ niax n^ r;3f//^r) 
(q l R) §E 

^ 22. ;#£ N^+1 . aeQ .3 

[ Df E O. E «vfr = ; No *> Z3[z ^ n>J.t* < s+l] = ; No ^ Z3[z*^ 
•1 EC^vjr) = Er>JEr) 

[ P-0 O. (E ^sir)n ^ X < E "4r+l)" . OperE .3 
(E 'Sj-r)" ^ Ex < E «^rJ-D» . PO O- P 1 



Df 



Dfp 

X < (24-1 >» ] 1 



«£ 1+Q .3 v|'( £ E-J't + {n-{E^i)'ì {■2E^} 

. > E^i + l«-(E^i)'I, (i>F^n +1) 

(«-r'j. ',-2r) ^y> («-a:'] i,2.c+l} ] 

«£l+Q O- '>yi - E> ^ |rt-(»'l/[3(E'^0*l 

» > [«— (>)'|/[3(E»'+3E>+1] 

oi-d "^Jj; ^ E (ord.r)/ji 
fi orli "sJj: £ orda; < i; lorilx-l-l) ] 

APPKOSSIM AZIONI. 



>.'elle applicazioni pratiche ilall'Aritmetiea si fa uso e 
jt)SÌiiiR[i Ciò si fa pirchè non interessa e <juiii(li si ilici, trascura 
la differenza fra il vnlor ^ero e quello approssimalo Cosi in Coni 
IO SI trascura nn \ alone pni piccolo della miuinia moneta corrente 
ì il ceiitcsiiiio o I ^ centPMiiit di lira 

>\^ero perche la {rrnudezza in questioni, non è esattamente nota 
1 numeri che i sprimono lo grandezze definiti in fitiun. e in astronomia 

noti solo per approssimazione dett rminata dalla precisione degh 
nenti con cui si tanno le misure 

[nflne 1 questo e il caso comune perchè la grandezza considerata 
è ben detcrminata Cosi il peso spttiHco del ferro dice I ispprienza 

7 H a meno di 1 e questo numero non pu 1 essere ulteriormente 
sato finché ai parla di ■ ferro ■ in g< nerale lo può eisere analizzando 
ro speciale che si considera 

La frase 1 x n un valore approssimato di u > è tin indicazione spesso 
, ina elio deie essere precisala pi r tradurla in Im^uag^io matematico 
'Tè approssimato ad a per dilttto » significa • x^a • 

• a; e approssimato ad a per eccesso » significa < .t^a o , 

• Errore del valore approssimato x rispetto al vero a ■ è la differenza 
, cioè il valor vero meno l'approssimato. L'errore è positivo se l'ap- 
nmazione è per difetto, negativo se i>er eccesso. 

In pratica i numeri approssimati sono espressi da frazioni decimali. Si 
e a^x, ove n è una quantità qualunque ed ce è una frazione deci- 
1, per indicare che x è un valore approssiinafo di a; e precisamente 
ciò si suole incendere che j; è la frazione decimale approssimata per 
to ad a, a meno d'un 'unità dell'ultimo ordine i 
Noi useremo sempre la convenzione ora spiegata. 
Quindi n = 13 signiHca l-3£(i<l-4 

« = 1-30 . l-3£(i<l'31 



Si vede così che il segno = ha qui un significato Bfteciale, < 
tura ir^se per dire che • a è rappresentato per approssimazione di 
può essere usata nelle formule matematiche. Se n è il numero di 
decimali di x, la formala esatta, da sositituir.si alla comune a^LX. 

X-'.E(X'.a) = a; 
ovvero a e r+{tMO)K " 

Si t>o*^i'e'>be dare alla stessa eguaglianza a=x il significati 
valore approssimato per eccesso, a meno d'un'nnità decimale Ut 
ordine scritto, cioè a;— X— " <^a^x 

Molti A. danno alla stessa eguaglianza il eignificato < x è 
approssimato di a, a meno di meitsa unità decimale dell'ultim 
scritto», cioè a:— X— ''2Sa< j:+X— I 

che si trasforma facilmente in a:^ X— "EfXn a-|-,2). 

In pratica poi coll'eguaglianza a:=x si intende che ■ a dìRerì. 
meno di alcune unità dell'ultimo ordine». Queste unità debbor 
minori di IO, altrimenti l'ultima cifra scritta risulta completamente 

Accorciare un numero decimale x significa sopprìmere alcune 
a destra. 

Eseguendo le operazioni aritmetiche su numeri approssimati, : 
saranno solo approssimati. Ed è necessario stimare l'errore che ni 

Le cifre che in avverten temente si scrivono nel risultato al 
quelle consentite dall'approssimazione dei dati, dìconsi da alcuni . 
del lotto», perchè a seconda del caso di aver scelto una o un'al 
calcolo, si sono trovate quelle cifre invece che altre; e ^ono tau 
dibili quanto se si fossero esiiatte al lotto. Altri A. le dicoi 
disoneste»; perchè se in un risultato, in cui i dati permettono di 
nare due cifre, se ne scrivono quattro, si fanno quattro alTerma 
di cui due sono giuste, e colle altre due si dicono cose che non 

Addizione e sottrazione. 

Se i numeri a sommarsi sono calcolati con un numero diver^ 
decimali, in pratica si accorciano quelli che ne hanno di più. 
somma dei numeri decimali calcolati per diletto, si avrà per i 
somma cercata. Aumentandola di tante unità dell'ultimo ordine 
quanti sono i sommandi, sì avrà la somma per eccesso. 

Le cifre comuni alla somma per difetto e a quella per eccessi 
cift^ esatte della somma cercata. 

Esempio: Sia a calcolare 4.S-214-76-5, cioè a calcolare la ? 
due numeri espressi per approssimazione, por difetto, dai numeri 
meno d'un'nnità dell'ultimo ordine decimale. Sopprimo la cifra ( 
.simi nel primo numero, perchè dovrebbe sommarsi con una 
cifra incognita di centesimi nel secondo. 1197 è minore della 
somma cercata; aggiungendovi 0-02 ho 1199 maggiore della 
somma cercata. La parte intera è dunque 119. La cifra dei decimi è 
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Si ha cosi la regola : 

« Per sommare più numeri approssimati, il cui numero non superi 10, 
« si riducono tutti ad avere m-|-l cifre decimali ; si somma ; si sopprime 
« l'ultima cifra. Tutte le cifre rimaste sono esatte, tolta Tultima cioè quella 
« d'ordine m, che deve forse essere aumentata di un'unità. » 

Se l'ultima cifra della somma fosse 9, aumentando il numero d'un'u- 
nità dell'ultimo ordine decimale, l'ultima cifra diventa 0, e bisogna variare 
la penultima.Quindi alla questione «con quante cifre devo calcolare 2 sommandi 
affinchè la somma abbia 7 cifre decimali esatte », non si può rispondere in 
teoria con un numero determinato. Spasso è 8; qualche volta è 9, altre è 
10, ecc. Supposto che le cifre si presentino con egual probabilità, il nu- 
mero cercato è 8 in 9 decimi dei casi ; è 9 in 9 centesimi dei casi, e in un 
caso su 100 è superiore a 9. Nelle tavole matematiche, per es. in quelle 
dei logaritmi, per avere la somma con 7 cifre, alcune volte occorre calco- 
lare i sommandi con 10 e più cifre. Per eliminare questa difficoltà teorica, 
nelle applicazioni pratiche conviene ammettere numeri approssimati a meno 
di alcune unità dell'ultimo ordine decimale. 

Se si ha una somma algebrica di termini, alcuni positivi ed altri ne- 
gativi, ridottili allo stesso numero di cifre, si fa la somma algebrica dei 
valori approssimati. Sottraendo vi tante unità dell'ultimo ordine decimale 
quanti sono i numeri negativi, si avrà la somma cercata per difetto: ag*- 
giungendo alla somma approssimata tante unità quanti sono i termini po- 
sitivi, si avrà la somma per eccesso. 

Moltiplicazione. 

Date per approssimazione due quantità, moltiplicando i fattori calco- 
lati per difetto, e poi moltiplicando i fattori per eccesso, si avrà il prodotto 
per difetto e per eccesso. Le cifre comuni a questi due valori saranno cifre 
esatte del prodotto. 

Per es. se i numeri sono dati per approssimazione dalle frazioni deci- 
mali 4321 e 567, il prodotto cercato sarà compreso fra il prodotto di questi 
due numeri decimali, considerati come esatti, cioè 24*50007, e il prodotto 
degli stessi numeri aumentati di un'unità dell'ultimo ordine decimale, cioè 
4-322x5-68 = (4-321+001)X(5-67+01) = 24-50007+04321+-00567+-00001 = 
24-54896. 

Tre sole delle 7 cifre dei due prodotti sono comuni; quindi il prodotto 
cercato ha per valore approssimato il numero 245, e nuli 'altro si può dire 
di esso. Risulta cosi che la moltiplicazione ordinaria dei valori approssimati di 
due numeri dà molte cifre illusorie. In pratica si usa la « moltiplicazione 
abbreviata » . 

Si riducono i due numeri ad avere lo stesso numero di cifre; cioè, 
siccome possiamo trasportare il punto decimale dove vogliamo, salvo poi 
a trasportarlo di nuovo nel prodotto, supposto che il punto decimale sia 
dopo la prima cifra significativa, o diversamente detto, supposto che l'or- 
dine di ambi i fattori sia 0, si riducono i due fattori ad avere lo stesso 
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numero di cifre decimali. Poi si moltiplicano le successive cifre del molti- 
plicatore, da sinistra a destra, pel moltiplicando, accorciandolo di una 
cifra alla volta. 

Esempio : 4-32x5-67 

Moltiplicazione abbreviata per difetto Moltiplicaxione abbreviata per eccesso 

4-32x5 = 21-60 4-33x5 = 21*65 

4-3x0-6= 2-58 4-4X0-6 = 2-64 

4x0-07 == -28 5x0-08 = -40 

24-46 24-69 

Se il moltiplicando accorciato si prende sempre per difetto, e si prende 
per difetto l'ultima cifra del moltiplicatore, si avrà il prodotto per difetto. 
Se invece il moltiplicando si prende sempre per eccesso, e così l'ultima 
cifra del moltiplicatore, si avrà il prodotto per eccesso. 

La differenza fra il secondo e il primo prodotto è evidentemente: 

001 x[ (prima cifra del moltiplicatore =5) + (seconda cifra del mol- 
tiplicatore =6)-}-(terza cifra del moltiplicatore =7) + (prima cifra del mol- 
tiplicando =4)+l ] = -23. Dunque il prodotto cercato ha per parte intera 
24, e la cifra dei decimi sarà 4 o 5 o 6. In generale : 

« Se al prodotto ottenuto colla moltiplicazione abbreviata per difetto, 
« si aggiungono tante unità dell'ultimo ordine decimale quant'è la somma 
« delle cifre del moltiplicatore più la prima del moltiplicando più uno, si 
« avrà il prodotto per eccesso » . 

Sostituendo con dei 9 le varie cifre di cui qui si parla, si ha la regola 
seguente, facile a ricordarsi: 

« Per moltiplicare due numeri aventi una cifra intera ed w cifre de- 
c cimali, essendo w<10, si eseguisca la moltiplicazione abbreviata per 
« difetto, e si sopprimano le due ultime cifre del prodotto. Le cifre rimaste, 
« cioè la parte intera ed m — 2 cifre decimali, sono esatte, salvo l'ultima 
«che forse si deve aumentare di un'unità». 

Può essere utile quest'altra regola, alquanto più approssimata: 

« Dati due numeri espressi da una cifra intera, e da vi cifre decimali,, 
«essendo w<9, si prolunghi ognuno di essi della cifra 0; si eseguiscala 
« moltiplicazione abbreviata per difetto di questi due numeri aventi 7n-[-l 
« cifre decimali, e si sopprìmano le ultime due; la parte intera e le m—I 
« cifre decimali restanti sono esatte, tolto l'ultima, che forse si deve aumen- 
« tare di 1 o di 2 o di 3 unità ». 

Il supporre che il punto decimale stia dopo la prima cifra non nulla 
in ciascuno dei fattori, ossia che ognuno dei fattori sia di ordine 0, non 
lede la generalità della questione, e permette di enunciare sotto forma 
facile la regola. 

Alcuni A. preferiscono parlare di «errore relativo », che è il rapporto 
fra l'errore finora considerato, detto pure errore assoluto, e il valor vero. 



100 

« Grado di approssimazione » ^ ord (valor vero • — ord (errore assoluto). 
Queste quantità sono indipendenti dalla posizione del punto decimale. 

DivisioTie. 

Per semplificare la dicitura, scrivo il punto decimale dopo la prima 
cifra del divisore, sicché il suo ordine sarà 0. Scrivo il punto decimale 
nel dividendo dopo 1 o 2 cifre in guisa che l'ordine del quoziente sia 0, 
cioè divisore < dividendo < 10 X divisore. 

Riduco dividendo e divisore ad avere lo stesso numero di cifre decimali. 
Si eseguisce la divisione accorciando il divisore d^una cifra alla volta. 

Esempio : 24*51 432 

Divisione approssimata per eccesso Divisione approssimata per difetto 

Il dividendo per eccesso 2452 II dividendo per difetto 24-51 

la cifra del quoto E(2452;432)=5; U cifra del quoto E(2451 433)=5; 

5x4-32= 21-60 5x433= 21*65 

Sottraggo: primo resto = 2-92 Sottraggo: primo resto = 2*86 

2a cifra del quoto =6; 0-6x43= 2-58 2a cifra del quoto =6; 0-6x4*4= 2*64 

Sottraggo: secondo resto =: '34 Sottraggo: secondo resto ^ -22 

E siccome questi resti divisi pel divisore in difetto =4, e pel divisore in 
eccesso =5, danno quoti diversi 8 e 4, qui tronco Toperazione. Il quo- 
ziente cercato è 5-6; la cifra successiva è4o5o6o7. 

Se i numeri dati hanno n cifre decimali, si ha: 
(dividendo per eccesso) — (dividendo per difetto) = IXX—» 
; lo resto per eccesso) — (lo resto per difetto) = [1+(1* cifra del quoto)]xX— « 
• 2o resto per eccesso) — (2o resto per difetto) =: [l4-(la cifra del quoto)-f 
(*2a cifra del quoto)] XX—» E cosi via. Se si procede fino airilo resto, la 
differenza sarà minore di 9X11+1 = 100 unità dell'ultimo ordine decimale. 

Quindi la regola: 

« Per dividere due numeri, supposto che l'ordine del divisore sia 0, e 
« divisore < dividendo < 10 X divisore, si prendano in essi m+2 cifre deci- 
« mali, essendo 7n<10; si eseguisca la divisione abbreviata per eccesso, 
« spingendola fino alla cifra decimale d'ordine m. Tutte le cifre saranno 
'i giuste, tolto l'ultima che, per dare il quoto per difetto, dovrà essere di- 
« minuita di 1 o forse di due unità ». 

« Oppure si eseguisca la divisione abbreviata per difetto, spingendola 
« fino alla cifra decimale d'ordine m. Tutte le cifre del quoto saranno 
«esatte, tolto l'ultinui, che forse deve essere aumentata di 1 unità». 

« Se il dividendo è noto solo con m cifre decimali, lo si faccia seguire 
*< da 2 zeri, e si operi come prima. L'errore che ne risulta sarà minore di 
« 1 unità decimale d'ordine ni». 
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« Se il divisore è noto solo con m+1 cifre decimali, lo si faccia se- 
« guire da 1 zero; ciò importa nel quot un altro errore minore di un'unità 
« deirultimo ordine decimale » . 

Potenza, 

Siccome (X*» a)*» ^ X"w*a»» , ne risulta che moltiplicando o dividendo 
un numero a per una potenza di X, cioè trasportando il punto decimale 
di n posti a destra o a sinistra, la potenza verrà moltiplicata per 
X*>*n, cioè il punto decimale si sposta di mn posti nello stesso senso. Se 
a^ x-\-z, ove oc è il numero decimale approssimato ad a con n cifre deci- 
mali, e quindi 2<X— «, si avrà 

wx«— iz < a» —X» < nan—iz. 
Sostituendo, a z, X—»» che ne è più grande, si avrà 

a« — X** < non— IX— » 
e ad a bisognerà sostituire un valore per eccesso. 

Esempio. Si sa che e= 2-71828 

per difetto, a meno d'un'unità deirultimo ordine decimale. Si vuol calco- 
lare e'. 

L'errore in e' < 2eX— ^ < 6X— ^ < X—*. Dunque si potrà calcolare la 
cifra decimale di posto 4, ma non la successiva. 

Servendoci della formula (a-l-6)^^a*+2a6-|-ò' = a'+(2a-|-6)6, facendo 
a^2, 6= -7 si avrà: 2^= 4 

2X2 = 4, P+-7 = 4-7, j>X-7= 3-29 
Sommo: 2-7^= 7*29 

Facendo nella stessa formula a=:2-7, ò=*01, ho: 

2x2-7 = 5-4, i>+ 01 = 5-41, /?X 01= 0541 

Sommo: 2-7P= 73441 
Continuo l'operazione: 2x2-71=5'42, ;^H-008= 5-428, pX'OOS= 043424 

Sommo: 2-718«= 7-387524 
Cosi si potrebbe continuare trovando altri quadrati esatti. 
Ma avendo già 6 cifre de<;imali, basta fare 5-42x0*0002^ 1084 

5-4x000008= 432 

Sommando coi precedenti 7*389040 

Conservo 4 cifre decimali ed ho : e'= 7-3890. 

H ad ice. 

Se m,;/fNi, e se asQy si ha 

'«yf X"»«a) = X" ( "\^i), 
ossia trasportando il punto decimale di viXii posti nel radicando, esso 
nella radice d'ordine m risulta trasportato di n posti. 

Vìi metodo intuitivo per estrarre la radice con quell'approssimazione 
che si vuole è il seguente. 

Suppongo per semplicità l^;rt<X»» , cioè ord "Sja =0, cosa che si può 
sempre fare trasportando il punto decimale. 

Elevo a potenza m i successivi numeri 1,2,3, ...9, finché ne trovi uno 
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la cui potenza m non superi a, ma il cui aucce-^nivo elevato a potenza w 
superi a. Questo numero varrà E»»\|a; diciamolo x. 

Elevo successivamente a potenza in i numeri x+'O, x-\--l, xH--2,...xH-*9, 
finché ne trovi uno la cui potenza m non superi a, ma il cui successivo 
elevato a potenza m superi a. Avrè cosi trovato la cifra dei decimi di »»^. 

Nello stesso modo trovo la cifra dei centesimi, dei millesimi, ecc. 

Questo metodo si può applicare a risolvere equazioni afifatto qualunque. 

Es. E^7 =8, come risulta dalla tavola di moltiplicazione. 

X— 1EX\|67=81, poiché dalla tavola dei quadrati a pag.21 risulta 
81« = 65-64 e 82» = 6724. 

Ricorriamo alla formula: §Q32*6 (pag. 91) 

rt,6eQ . ?wf 1+N, .3. ^am-X-b>'<Ca-{-bl{mwn~i) 

Il numero da cui si voglia estrarre la radice d'indice m sia dato per 
approssimazione; a»» sia il valore approssimato, b l'errore. Supposto a>l, 
risulta 7«aw— 1>1 e 6/(7W^i»»--i)<6. Quindi : 

« L'errore che risulta nell'estrazione della radice di indice qualunque 
« da un numero approssimato, ma maggiore di 1, è minore dell'errore del 
« radicando » . 

Se, nella stessa formula, si suppone che a sia il numero decimale che 
esprime per approssimazione la radice cercata, il 6 è la differenza fra il 
radicando e la potenza m del valore approssimato della radice, e dicesi 
« resto corrispondente al valor approssimato a » . 

Quindi : 

« Avuto un numero decimale a, che esprime per approssimazione la 
« radice richiesta, si calcoli il resto, cioè la differenza fra il radicando e 
« la potenza m di a; la si divida per m volte la potenza m — 1 della radice 
« approssimata e si aggiunga ad a ; si avrà più della radice cercata » . 

Si spingerà questa divisione ad alcune cifre decimali; le nuove cifre 
che si trovano saranno giuste, o superiori al vero. 

Se si divide la differenza fra il radicando e la potenza m di «, radice 
approssimata per difetto, per m volte la potenza m — 1 della radice appros- 
simata per eccesso, si avrà più della radice cercata. Ciò risulta da §Q32-3-4. 

Se la radice che si cerca è la quadrata o la cubica, possono servire 
le limitazioni §q22*2*3 (pag.96). Trasportando il punto decimale, possiamo 
supporre di aver calcolato la parte intera della radice. Allora: 

« Se alla parte intera della radice quadrata di un numero si aggiunge 
« il resto diviso pel doppio della parte intera trovata, si ha più del vero ; 
« se invece si divide il resto pel doppio della parte intera trovata più 1, si 
« ha meno del vero » . 

Esempio. Si vuol calcolare con 8 decimali y|T, ove ji^ 3*14159265... 
Essendo -t>1, l'errore nella radice è minore dell'errore del radicando. 
Quindi prendo tt con 8 decimali. Eyjr := Eyj3 =1 . Per trovare la prima cift*a 
declinale, la diseguaglianza citata non ci dice nulla di nuovo. Ricorro a 
tentativi, elevando a quadrato 1-9, 1*8,... finché trovi un quadrato <^. Ri- 
correndo alla tavola dei quadrati a pag.21 si ha: E>Jt = 1*7. 



103 



Dispongo il calcolo come segue : 




,*= 


J 3-14159265 
2-89 


= 1-7 


1-7x2 = 
3-47x007 = 


•2515 / 

3-4 
24-29.... 


= 007 


3-47-f-007 = 
3-5424x00024 = 


8t>9265 / 

3-54 
850176 


= 00024 


3-5424+00024 = 


19089 / 

3-5448 


= 0-00005385 



^-r = 1-77245385 

E ragiono cosi: Faccio il quadrato di 1-7 e lo sottraggo da ji. Ho 
.7=l-7'+0-2515... Divido il resto per 17x2 = 3-4; ho 007, e lo stesso 
a\Tei dividendolo per 35; dunque questa cifra è esatta. Al doppio della 
radice 3-4 aggiungo il quoto; ho 347; moltiplico pel quoto 007 ho: -2429 
che sottraggo dal resto precedente; ho vt= l*77*+0-008692... Faccio il dop- 
pio della radice trovata, cioè 3-47+007 = 3-54 ; divido il resto per questo 
doppio; ho 0*0024, tutte cifre esatte, perchè le stesse si presentano divi- 
dendo per 3*55. Al doppio della radice 3*54 aggiungo il quoto ; ho 35424; 
moltiplico per 00024; ho 0-00850176. Sottraggo; ho jr=(l-7724)*+0-00019089. 
Faccio il doppio della radice trovata, cioè a 35424 aggiungo 0024 ; ho 35448; 
divido per questo numero il resto, ho 000005385, tutte cifre esatte perchè 
le stesse troverei dividendolo per 3*5449. Così ho con 8 cifre decimali \^. (*). 

Siatetni di numerazione. 

Ogni numero maggiore di 1 può essere assunto come base del sisU^ma 
di numerazione. Esporremo comò esempio il sistema binario, in cui la base 
è 2, cioè la minima. Converrà perciò introdurre due segni, e siano . e ! 
aventi i valori e 1. Allora ogni successione di segni . e ! rappresenta 
un numero. Per e«.: !!..!.. =2«+2*+2-= 100. 

Per trasformare in base dieci un numero scritto in base 2, invece di 
calcolare le potenze successive, si suol procedere cosi : 

!=1, !.=2, !!=3, !!.=6, !!..=12, !!...=24, !!..!=25, !!..!.=50, !!..!..=100. 

Viceversa, per trasformare in base due un numero scritto in base 10, 
si divide successivamente per 2; i resti sono le cifre da destra a sinistra. 
Il lettore può per diletto eseguire i calcoli in base 2, e li troverà notevol- 
mente più semplici. In alcuni casi è utile eseguire dei calcoli in base 2, 
e poi trasformare i risultati in base 10. 

Cosi per elevare a potenza 100 un numero qualunque (per es. il nu- 
mero 1-01, caso che si presenta spesso nel calcolo di interessi), si scrive 
il 100 in base 2, cioè 100=64+324-4, e con moltiplicazioni si calcolano le 
potenze 2, 4, 8, 16, 32, 64, 96 e 100. Con opportune convenzioni si può 
rendere rapidissima la scrittura e lettura dei numeri in base 2. 



(') Le redole relative alla teoria delle approssimazioni si possono dedurre da proposizioni 
di analisi innnitesimale. Vedansi ad es. le mie Lezioni, a. 1893, t.S, p. 146. iSi hanno trattati 
speciali, quali quello del Vibille, e il reconte del Luroth (a.lQJll. Le regole semplici che 
precedono sono però quasi tutte nuove. 
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§33 Log 

^ 1, aybe Q-el . x,ye(^ . meq .^. 

•0 "Logo; = iq^z3{c^z=x) Df 

'i "Loga7£q -2 a|X"Log.'r) =07 

'3 «Log(r/|^y>0 =/>i -4 «Logl =zO "5 ''Loga =1 

•6 ^Logtoy) = "Log r-H "^Log.y 
[ P-2 O. «Log(.r«/J = «Log[«^( «Lo^tjc) X ^^H "Log*/)] 
§q 4*2 » = «Log[fl|^( «Logx + «Logy)] 

P-21 » = (*hogx + «Logy ] 

•7 «Log/o? = — <*Loga? 

[ «Log/ac = «Log/[^( «Logx)] = ahog[c^(— «Loga:;)] =: — «Logac ] 

•8 ^Log ^** ::= 7)1 X *L0ga? 

[ »Log(xw*) = aLog[(«|^ '»Loo-cc)wt] := «Log[<7(^;mX <»Logx)] = wX '»Logx] 

•9 "Logo? = ^Logo? X '•Log?; 

[ a:= òfS^ *Logcc) . Oper «Log O- P ] 

^ 2-0 ^eQ Q. Log^c = xLog.r Df 

•1 » ELoga' = ord^ 

•2 .reQ . 7i£Nj r). LogiX'*^;) = 77 + Logo? 

•3 x.ijeQ .^: .r>?/ .=. Log,r>Log7/ 
[ §Q23-6 O. Log.c > Log^ .=. Xh Loga? > X^ Log// .=. a^>i/ 1 



10 Sia a lina quantità positiva diversa da 1, ed x una quantità posi- 
tiva. Si chiama « logaritmo in base a di a? », e si indica con «Logac, quella 
quantità positiva o negativa z tale che a elevato z valga x. 

•3 II logaritmo d'un prodotto è la somma dei logaritmi dei fattori. 
d Se si conosce il logaritmo in base b d'un numero a?, si otterrà il 
logaritmo dello stesso numero, moltiplicando il valore precedente pel loga- 
ritmo in base a di b. Questa Prop sen^e a cambiare la base dei logaritmi. 
20 Diconsi logaritmi decimali, o logaritmi volgari, i logaritmi in base 
IO, e si indicano col semplice segno Log, sottintendendo la base. 

1 La parte intera del logaritmo decimale di Inumerò a? vale il suo ordine. 
•2 Se si moltiplica il numero per una potenza intera, positiva o nega- 



tiv», di 10, cioè se si ti-asporta il punto decimale, la parte intera ■ 
garitmo varia, ma non varia la pane decimale. 

La parte intera del logarilino decimale dicevi anche • cara(t«rii 
perchè caratterizza l'ordine del immero. La parte decimale dicesi ■ 
tissa>, voce del biuma latino, di origine etriu>ca, e che Hìgiiiflca *ecc('d 

Le ■ tavole di logaritmi • contengono varie cifre della parte d« 
dei logaritmi dei numeri compresi fra un numero a e 10x«. 

Ogni numero, trasportando convenientemente il punto decimale, 
ridurre ad essere conipretto fra quei limiti. 

TAVor^ DEI LOGARITMI IN BASE DIKCI A TRE DECIMALI 



477 602 698 77» 845 



3 113 361 518 



mi 732 eoe «69 d-2i 



» 255 447 57» 6«1 763 832 



(iella tarala 



Sia per esempio a trovare Log 47, 

La parte intera, cioè ord 47 ^ 1. La parte decimale ni legge n 
lonnn intìiolata 40 e nella orizzontale intitolata 7, e si ha 

Log 47 = IHri, Log 470 = 2-(i7:». Log 4'7 =0-672 

Sf la parte intera del logaritmo è negativa, alcuni A, seri' 
segno — Hopra di e.s.-ui. Altri aggiungono e sottraggono 10 unità. 

LogO'Oai7=-;i+-672=:3-tì72 = 7-672-10. Log3=0-;«l. 

Il principiante farii bene a verificaro nulla tavola le proprietà 
garitmi. quale la PI -6, clic qui, tratiandosi di numeri approssiinnti, si e 

■ Il logaritmo tabulare del jirodotio di due numeri è eguale alla 
dei logaritmi dei due fattori, aumentato forse di un'unita dell'ultimo 
decimale •. 

Per t logaritmo tabulare ■ qui si intende il logaritmo dato dalla 
enea è il numero dcflmiilc rappresi 'Utan te per approsai magione, in 
a meno d'un'unitii dell'ultimo ordine decimale, il valor vero del log 

Se il numero ha tre cifre, per averne il logaritmo .si ricorre all'i 
Imione. Sia a trovare Log 47-2. Il numero i' compre.'io fra 47 e 48. 
dendo i logaritmi si ha: 1-673 < Log 47'2 < 

Pn.ssnndo il numero da 47 n 48, cioè cre.scendo di un'uuità, h 
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decimale del logaritmo passa da '672 a -681, cioè cresce di 009. Crescendo 
il numero di 0-2, cioè passando da 47 a 47*2, si ammette che il logaritmo 
cresca pure dei 2/10 di 0009 cioè 000018. Si accorcia questo incremento, 
lo si somma col precedente, e si scrive Liog47*2 = 1*673 

La differenza fra il logaritmo del numero successivo e il logaritmo del 
numero considerato dicesi « differenza tabulare » . 

Si può dimostrare (*) che l'errore che si commette in questa interpo- 
lazione è minore dì un'unità del terzo ordine decimale. Esso, sommato 
colla differenza fra il logaritmo vero e il tabulare, che è pure minore di 
un'unità dell'ultimo ordine, dà un errore minore di 2 unità dell'ultimo 
ordine. Quindi il valore del logaritmo trovato coH'interpolazione o è il vero, 
o ne è inferiore dì un'unità dell'ultimo ordine decimale. 

Dalla tavola risulta che la differenza tabulare va decrescendo da 041 
a 'OOl, ed ha il valore '010 per Log 41— Log 40. 

Quindi se il numero di cui si cerca il logaritmo ha più di 4 cifre, e 
la prima cifra è ^4, l'influenza della quarta cifra è trascurabile e si sop- 
prime. Si scrive ad e^. Log 47*23 = Log 47-2 = 1*673 

Se invece il numero ha quattro cifre, e la prima cifra è inferiore a 4, 
p. es. se è 12*78, si dispone il calcolo come segue: 

Log 12= 1079 
•7X(differenza tabulare = 034) = 23 

•08x » » =2 

Log 12*78 = 1*104 

L'accumularsi degli errori in queste moltiplicazioni abbreviate può 
rendere l'ultima cifra decimale inferiore al vero di 1 o di 2 unità. 

Dato il logaritmo, per trovare il numero corrispondente si fa l'opera- 
zione inversa. Si cerca nella tabella la mantissa immediatamente inferiore 
alla mantissa data; si legge il numero corrispondente, che ha due cifre. 
Si divide la differenza fra la mantissa data, e la trovata nella tavola, per 
la differenza tabulare, e si ha la terza cifra. Si scrive il punto decimale 
in modo che l'ordine del numero sia la caratteristica data. 

Es. Si cerca: X|M*673. Dalla tabella ho X|Sl-672= 47 

La differenza fra la mantissa data e quella tabulare è '001 
La differenza tabulare è 009. Aggiungo 1/9 1 

X|M-673= 47l 

Applioazioni. 

Un pacco postale, a seconda del regolamento vìgente, non può supe- 
rare in volume 20 decimetri cubi. 

Vuoisi sapere se un pacco avente per dimensioni decimetri 1*6 3*5 3*5 
stia nei limiti, cioè se I*6x3-5x3*5 <20. 



(•) Vodansi le mie Lezioni di Analisi in/inileu'inalf, a.l893 t.l, p. 1>6. 
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Prendo i logaritmi Log 1*6 =r -204 

Log3-5= -544 
» = '544 
Sommo: Log(l-6x3-5x3-5) = 1292 

che è minore di 1*301 ^ Log20. Dunque il pacco è compreso nel limite. 
E precisamente negli uffici postali si usa a questo scopo la tavola prece* 
dente dei logaritmi a tre decimali, un pò* modificata. 

Secondo esempio. Vuoisi 4321x567 
Log 4321 (sopprimendo le due ultime cifre, leggo nella tavola) = 3*633 

Log 567 dalla tavola = 2*648 
Sommando ho il logaritmo del prodotto = 6*381 
la cui mantissa, dalla tavola, è quella di Log 24. L'ordine del prodotto è 
6; separo 7 cifre, ed ho il prodotta 2 400 000. 

Terzo asempio. Vuoisi 1753/ -257 

Log 1753 (dalla tavola leggendo Log 17) = 3*230 
più 5;10 della diflferenza tabulare 25 12 

Log /257 = —2*397 
7/10 della dififerenza tabulare 7 — 5 
Faccio la somma algebrica: 0*840 
cni corrisponde 6*9 che è il numero cercato. 

Chi deve fare molti calcoli trova più comoda la di.sposizìone seguente : 

Log 1753= 3*242 
Log /257 =1—2*402, e si scrive = 7*598 — 10 
Sommo ed ho il logaritmo 0*840 

Quarto esempio. Vuoisi Log e', ove e = 2*718. Log e = 0*434, 
Log e- = 2 Log e = 0*864, X|^ precedente =7*3 che è il numero cercato. 

Quinto esempio. Vuoisi \|;r, ove ;r^314, Logjr=i*497, 
Log ^T = (Log jr) 2 = -248, Xf^ precedente =1*77. 

Nota storica. 

Se il numero a si dice « ragione », Euclide chiama i numeri a', a*,... 
la « ragione duplicata, triplicata,... di a », òuzXaoiova, xQuiXaaiova... Xóyov. 

In a» , n è detto il « numero della ragione », Xó^'ov àgn^fióc, donde la 
parola « logaritmo » introdotta da Nepero. 

Neperus a. 1614 p.20: 

« Ex bis praelibatis judicent eruditi quantum emolumenti adferent illis 
logarithmi: quandoquidem per eorum additionem multiplicatio, per substrac- 
tionem divisio, per bipartitionem extractio quadrata, per tripartì tionem 
cubica, et per alias faciles prostaphaereses omnia graviora ealculi opera 
cvitantur. » 

Nepero calcolò una tavola di logaritmi con 7 decimali, in base 
1*0000001, numero che elevato a potenza 10 000 000 .si suole indicare colla 
lettera e (con 7 cifre decimali). 
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Egli riconobbe più tardi il vantaggio di assumerti per base dm loga- 
>ase «tessa del nostro sistonin di numerazione, 
colo delle tavole dei logaritmi in b&se dieci, con 10 cifre decimali, 
o da Briggs a. 1624, fu terminato da Wlacq nel 163». 
te prime tavole contenevano oltre GOO errori. Nell'edizione poste- 

ì numeroNissime tavole di logaritmi. Mentre dap- 
I tavole a molte cifre decimali, in seguito ai trovarono 
le tavole minori, quali a 7 decimali, e più ancora quelle a 5. 
ISO più comune basta quella a 3 decimali, qui riportala, 
igegneri ai servono abitualmente di questa tavola, disegnata sotto 
scala, detta «regolo logaritmico». L'addizione dei logaritmi sì 
eccanicamcnte facendo scorrere l'uno lungo l'altro due regoli Io- 
identici. 

OUcolo dei IjìgarUmi. 
ivola dei Logaritmi dà y^ljìgx, o&s\& x^X|^^. 
ido y una frazione, y^y si può calcolare mediante estrazioni di 
cosi formare la tavola richiesta. 

■ ogliasi Log 5. Si ha 0<Log5<l. 

.endo la ^J da X ho; 

;Xr<(l/2) = 31622 che è <}). onde Logo > 1,2 = 5 

plico i>er 10, ed estraggo la radice: 

XIV 3/4) = 56234 onde Log 5 < 3/4 = 075 

uno il calcolo : 

«|Xl/2)XX^(3/4)] = XI\r>/Hi =4-2169.3 Log5> .VH =0-625 
i|H3/4)XXÌs;5/K)i = X^ll/16) = 4-8696 .3 Log5> 11/16 =0-6875 
<3/4)XX|yil/16!] = XK23,'S2) = r)-£329 .3 Log 5 < 23/32 =0-7187 
l/l«)XXfK23/32)] = Xiy45«4)=5 04W) 3. Log5<45;tì4 =0-7031 
l/16jXXfH45/tì4)] = Xf<89/12«) = 4-95W0 .3 Log5> 89/128:= 0-6953 
64)xXfHH9/tìH}Ì =X|V179,256)=ó-(N)28 .3. Log 5 <179/256 =: 0-6992 
» due ultime limitazioni dicono che le prime cifre di Log 5 sono 069. 
»8tXXr';i79, 256)] = XrS3i>7;512 ; = 4-9H04 .3- Log 5> 3.ì7,'512 =0-6972 
56iXXIV3.->7/512i = X^(715/1024i = 4-9916 .3 

Log 5> 715/1024 = 0-6989 
27«)XX^ 715/1024Ì] = X[V 1431/204Ki = 4-9972 .3 

Log 5> 1431/2048 = 0-6989 
ìó61,<XiyU3i;204H*' = X|V2H(;;);4Oi)6) = '>'00yO .3. 

Log 5< 2863, 4096 = 0-6989 
si hanno 4 cifre decimali di Log5^0'6989. 

Icolo precedente dà in sostanza il Logaritmo cipresso in frazione 
lilla decimale, ma in base 2; 

Log 5= 1 ■2+1,8+ 1,16+ 1/128+ l/ól 2+1/1024+1, ■204«, ecc. 
Log .'>=■!. !!..!.!!'.. ecc. 
questa via Briggs e Vlacq calcolarono le prime tavole dei 
i. L'Analisi infinitesimale fornisi-e metodi più rapidi. 
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^ Om afie Cl^ . US bfa .3- {ux)\x =u Df 

ai& 1-0 meN, . f£ q f 0-(m+l) 3 v^/; o-O) = fO . 

v(/; 0-(m+l)) = l(f, 0-m) + f{m+l) Df 

M acN^ . be a+N^ . /£ q f «•••& .3- 

v(/; a-ft) = ^[/(a+r)|r, 0"ib—a)] Df 



01 II segno I si legge « inverso » . 

Siano A un'espressione contenente una lettera reale x. Con A\x, che 
si legge «-4 inverso x », « ^ rispetto a x », i A in cui varia x »,... si in- 
tende quella funzione che eseguita sopra x dà per risultato A. 

Perciò, se a,ò sono delle classi, ed u è un 6 funzione degli a, cioè u 
è operazione che eseguita su d'un a dà per risultato un 6, {ux)\x rappre- 
senta la funzione u. 

Se il segno di funzione, invece di scriversi prima della variabile, si 
scrive dopo, allora (|ar)rw rappresenta u. Questa notazione sarà poco usata, 
ma essa spiega l'uso del segno | per indicare la sostituzione. 

Nell'espressione {ur)\x la lettera x è « apparente », cioè {ux)\x^z(uy)\y. 

È a notarsi il caso particolare x\x,, « x variando x » , che rappresenta la 
funzione detta « identità » , per cui ad ogni ente si fa corrispondere 
o^so stesso. 

Se A non contiene x, A\x rappresenta « la funzione avente il valore 
costante A » ; essa ad ogni ente fa sempre corrispondere lo stesso ente A. 
1*0 Sia m un numero e indichiamo con f una quantità funzione dei 
numeri da fino ad m-f-1; cioè siano /*0, /*!,... /*(m+l) delle quantità, o 
anche sia /* una successione di quantità contraddistinte dagli indici da 
fino ad m+1. 

Il segno l{ffi'"m) si legge « somma degli /*, da ad m », e si definisce: 

2(/^,0*--0)=/'0; la somma degli f, da ad m-j-1 vale la somma degli f 
da ad wi, più la quantità f{m-\-l). 

Essa è una Df per induzione. 
1*1 Sia a un numero, e 6 un numero maggiore od eguale ad a, e sia 
f una quantità funzione dei numeri da a fino a ò, cioè una successione di 
quantità distìnte cogli indici da « a 6; per somma degli /*, da a a 6 si 
intende la somma di /*(rt+r}, ove vari r da a b — a. 



, . f.{/e tllO-n O: li(fr-Hlr)\r.O-u] = 

O-ii) + Hg.O-n) Distrìb(i. +) 

, . aeq . fé qtO-n Q. a(nx/>-)|r,0-»i| =(iv(/-,o-m) 
CoraDi(rtX,2) 
,./eqfO-/i r). MO-u] = 3/ln—r)\r.0-n\ 

^eN„ , a<J)<.c . fé qf a—c .^. 

If, a-cì = v(/, n-6) + v|/; (6+l)-cl 

. j*eN. .3 l{n\ì; l-rtj = ax» Dfp 

. . fé qtO-(n+i) D- 
\r+l)-fri\r. 0-)ij = /)„+l)_/-0 

eN, .3 

•: l-m) = 1+2+3+...+/I1 = )»('n+l)A' 

l-m) = JMr, 0-m-, = I|i»i-r);r,0-ml (1) 

0-m)+S[(m-r)|r, 0-m] = 2(».[r. 0-m) = mim+l) (S) 

■2j .3 P I 

/■+1)|,-, 0-,«] = l+3+;)+.„+(2m+l) = (,»+l)' 



si indica questa somma con fa-\-f(a-i-l)~{-...-\-fb; ma questn 

uò dare luo^o ad ambiguità. 

) S fu introdotto da Lngrange verso ra.l772. 

monte la classe dei valori della variabile ha la forma 0"'nt, 

« ttn numero, e siano f e g due successioni di quantittk cor- 
ai numeri da ad ». Allora la somma dei valori di fr-\-gr, 
da ad IF vale la somma dei valori di f più la somma dei va- 

somma della successione f è eguale alla somma della stessa 

Homma dei numeri naturali da 1 ad tit vale il loro numero m. 

Ila degli estremi, tutto diviso per 2. 

somma dei numeri dispari da 1 fino a 2m-)-l vale il quadralo 

I a e b delle quantità, a-\-rb col variare di r, assumendo i va- 
genera una successione di quantità, dette in ■ progressione 
, rt è il " primo termino », '» è la • ragione ». 
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•3 a,6£q . neìf^ .3 l\[n+7ib—a)/ri\\7%0'"n\ = (n+l){a+b)'2 

= :s:,[b—r{b''a)n][r,0'"n[ (lì 

2;a-(-r(6— rtV?<]|?\ O'-'iiì -\- l\b—rib—a)n\i\ 0"'n[ 



',!) . ri) O. P ] 



= 2;.>7+6)|r,0--wl =(>+l)(a+6) 



(•2) 



^ 4-i ?i£Nj . xe q-d .3. v(a;qr, 0-n) = (x'*^*— 1) (a;— 1) 

[ P2-(J .3 ir«+i— l = 2[(ir'-+i— ar-r )|r,0---w] = 2:[a?'- (a^:— 1) I r,0---?/] = 
(.r— l)2[j*r |r, 0-w] . Oper/fx— 1) O- P 1 



•3 Somma dei m+1 termini d'ima progressione aritmetica di cui il 
primo termine è a, e l'ultimo è b. Essa vale la somma dei termini estremi 
moltiplicata pel numero dei termini, diviso per 2. 

Infatti la somma dei termini considerati vale la somma degli stessi 
temìini presi in ordine inverso. Ma la somma dei termini corrispondenti 
nella somma data e nella somma dei termini invertiti è costantemente «+ò; 
sicché il doppio della somma cercata vale {m-\-l)(a-\-b). 

Nella figura qui accanto le varie file contengono 1,2,3,... punti. La 
figura formata da tutti questi punti, fino a quelli della fila 

• • d'ordine in è un triangolo. Diconsi « numeri triangolari » i 

numeri dei punti contenuti nei successivi triangoli ora con- 

• siderati. Essi sono: 1, 3, 6, 10, 15, 21,... 

e sono dati dalla formola 7n(m-t-l)/2, in cui ad vi si attribuiscono i valori 

1,2,3,... Si vede che, qualunque sia il numero intero m, sempre 7n('m-\-l) 

è un multiplo di 2. 

La considerazione della progressione aritmetica, della sua somma e dei 
numeri triangolari si fa rimontare a Pitagora..., e trovasi nei libri della 
scuola dei Pitagorici, quali in quello scritto da Theone da Smirne verso 
ra.+200. 

Della Prop*2 si può dare l'illustrazione grafica qui accanto. 

Se ad 1, numero dei punti del più piccolo quadrato, 
si aggiunge 3, numero dei punti del secondo quadrato 
non contenuti nel primo, si ha il numero dei punti del 
quadrato di lato 2. La figura del secondo quadrato 
estema al primo dicevasi anticamente (Euclide, Theone,...) « gno- 
mone», per la sua rassomiglianza collo strumento astronomico avente lo 
stesso nome. 

Le somme dei termini in progressione aritmetica, cominciante con 1, e 
di ragione 4, dicevansi « numeri pentagonali ». Cosi si presentano i « nu- 
meri poligonali » . Questa nomenclatura non ha più che un interesse storico. 

4*1 L'espressione ce , ove vari r, assumendo i valori 0*"m forma una suc- 
cessione detta < progressione geometrica, di cui il primo termine è 1, e la 
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4-2 n,beq . a^^> . neN^ .'^. 

v(a'»-'b'"])-,0-n) = (6"'^'— o""),(6— a) [ Elcmdes ix P35 i 

[ Ka»-'/,'- \r, 0-n, = a»l[/blay \r, 0-»] 

= a-lf6.«)"+'-l][(6.«-lì = - 1 

■l v[,.(,.+ i)/2 \r, 1--M1 = ,H{m+l){m+'2}/6 
[ 3Z[n>+l) Ir, l-m] = 3^^^+l)■ »-+2; \>; O-(m-l)] 

= vj[(r.[-lnr+2Vr+3l - n<--|-l)(r+2l] |r, {m-l H O- P ] 

1 Akyabhata a.5O0 P21 j 
-2 v[,.(,.+i)(,.+2)/6 |r, 1-,/i] = >,((,/i+l)(»i+2)(>»+3)/^4 
I Ar>iìACHasi a.l5«9 p.247 | 



rafrlonc è x> Que^tA uomeudaturA e costante in Euclide per indicare 
ìa potenza La ■ progn >-sione geometrica di cui il primo termine t a • si 
ottiene dalla precidente moltiplicandone i termini per a 

Li Prop 4 1^ esprimono la soinnia di jh+1 termini d una progressione 
freo nutrie a 

La somma duna progressione geometrica si tro\a nell antico papiro 
egiziano d or sono 4000 anni Tradotto liberamente dice • Ln sorcio ha 
• generato 7 som ognuno di questi altri 7 sorci ognuno di questi 
■ altri 7 som ognuno di qmsti nitine altri 7 sorci Quauti sorci in 
. tutto ' 2H01 . 

In una noiella araba riportata dal \\ n 1 1 1 9 si racconta che avendo 
il re di Persia richiesto a Sessa inventore del giuoco degli scacchi qual 
ricompensa deiiderisse Sessa napost. che gli si dinas e un granello di 
frumento sulla prima ca ella della Hcacchiera 2 granelli sulla seconda 4 
nella ter.!a e cosi via fino alla 64" casella II re si dice sorrise dapprima 
a questa domanda ma non la potè soddisfare II numero <tet granelli e 
261—1 Cloe circa quanto potrebbe produrre in 8 anni 1 intera supcrfice 
terrestre supposta tutta seminata a grano 

5 1 La somma di r(r+l)'2 fatta rispetto ad i da 1 fino hi vale il sesto 
del prodotto dei tre numeri consecutivi da ni in poi I numeri che si som 
mano sono i successivi numeri triangolari La somma dei primi m numen 
triangolari dicesi • numero piramidale di posto m • Esso rappresenta il 
numeio dei proiettili sferici di<tposti in mucchio piramidale in guisa che 
lo strato ultimo si riduca ad un proiettile il secondo strato ne abbia 3 il 
terzo strato sia il triangolo di lato 3 e quindi contenei t ' proiettili e 
cosi \ìa. 

Questa Prop trovasi nei matematici indiani. 

■2 Somma dei numeri piramidali successivi. Si ottengono numeri so- 
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5-3 V (r'jr, i-',n) = m(m+l)(2,n+l)/6 

[ 2*r»|r, 1-m^ = 2:;[ni4-r.— r] \r, l"'m[ = W( m+1 (w+2)/3— w(m+l)/2 ] 

[ ^n+17=zr.[{r+l)*^r»]\r, 0-wJ=2:[(3r«+3r+l)|r, 0-7i]=3S(r^]r,0--7i)+ 
2[(3r+l)|r,0--wl = Sl{ryfi-n)+(Sn+2\7i+l)r2 O. 2(r'|r,0-n)= 

[(«+1)M3/ì+2m/+1)/213 = ... ] 

I ArCHIMEDES flegl 'HXixmv PIO j 

•4 :£(r'|r, I-m) = [//ì(^/ì+1)/2]' 

•5 i[(2r+l)'|r, 0-m] = (m+l)(2m+lX2//^+3)/3 

•6 v[(2r+l)'|r, 0-mJ = (/>i-f l)«(2/?i'+4/>i+l) 
j Ibn Albanna a. 1369 p.5,6 j 

^ 6. />«,n£N, . .s„» — v(r*^|r, 1-») .3 
M s, = 7i(n+l)(2n+l)(3/i«+3/i-l)/30 

JALQàCHaNì p.247; Fermat a.l636 t.2 p.69 : 

« Exponantur quotlibet numeri in progressione naturali ab unitate; si 
a quadruplo ultimi, binario aucto et in quadratum trianguli numeromm 
ducto, dcmas summam quadratorum a singulis, fiet quintuplum quadrato- 
quadratorum a singulis. » j 

s, = n•(;^+l)"(2«'+2n-l)/12 
<?, = 7i(n+lX2n+l)[3/i"(;i+l)'-(3>^'+3/i— 1)742 
s, = n*(n+l)*[3nVi+l)— 2(2/i«+2yi— 1)]/24 
j Wallis a. 1655 t.l p.381 j 

.s, = >i(/i+lX2M+l)[5/i'(/j+l)'— 10n'(n4.1)«+3(3/i«4.3n— 1)]/90 
.s, = n*(n+l)'[2n'(n+l)'— 5'^'(^*+l)'+3(2n'+2n— 1)]/20 
s,,= yi(n+lX2?i+l)[3^i*(n+l)*— 10/i'(n+l)'+17/i«(7i+l)* — 

5(3m'+3;ì-1)]/66 
s„ = n'(n+l)T2n*(n+l)*-8/i'(n+l)'+17/i'(n+l)«— 

10(2/i'+2«— 1)1/24 
t Jac. Bernoulli a. 17 13 p.97 j 



migliantì. I numeri cosi ottenuti dicevansi « numeri figurati ». Oggigiorno 
si considerano come numeri di combinazioni. 

•3 Somma dei successivi numeri quadrati. Rappresenta pure il numero 
dei proiettili d*una piramide a base quadrata. 

Se ne danno due dimostrazioni. In una si scompone il numero qua- 
drato nella somma di due triangolari. Nell'altra si ricorre alla somma 
delle differenze successive di r*. 

•4 Somma dei cubi. Era nota agli agrimensori romani. 

Peano, Aritm. 8 



s, = »,■ r,.s-, --= s,(6»,-l) 3», = 4(»,)--.<, 

7»,= 12.V.— H ■'■+«, = -'S' 

9s," = s,'(8s,+lt ''ìs, = s,'(4s,— 1) s. = 4s,"— 3s,' 

12(s,)'=16.s-,-.X+s, 

is, = 4.<,'-!H'+<,' !!». = 3.s,'-s," 

Is, = s,"((l<,'— 4s,+ l) s, = 2s,"(s,— 21+3s," 

i.% — «s,"»,(<i-I)+X f«, = 4^^ •|4s,'(s,-l)+4s,-l| 

= 4V-S(12», --'Os,+l 7)-2i).<. =s,(48s,'-80s,'+68s,'-30s,+5) 

= is\iaes;—iai,+iì—'ibs, 

= 16s,'— 32s,'+:Ms,'— Ins. = S|'(16s,'— 32s,'+34s,'— 20s,+o| 
I. neN, , ;11£Q O. 

v(,--|,-, i-,o>«-"y(».+i) 

§lì:i2'3 . .-.S, O. ir+lK.»+l) - i^»i+l) < i ,«-1-1 /r+ljl^m (1) 
li). Operi!, 0'-|«-l)] .3 »^»l+I)<(m-|-IA,^^mlr. 1-n) 

i(i--|r, l-n)< (»+ir*'/('"+l) 
SQ»2-1 . r.N, .3 <r+lT'(m+l) - i(\>n+ll > (m+l) >^m (« 
Oper(2.1-«i O. P 1 

i-I rtt-Nj . meN, 3- 

vi [(„+,.Kn+)--(-l)l|i-.l-»i|=/(<i+l)-'(a+»i-(-l) 
H|, . r.X, 3 ;[(«+r](»+r+l)] = ;(„+r)-/.«+.-+l) 3- P 1 

neN, O. i[/, («+l)-2n] = v[(_l)-«V 1,-, 1- 2») 
Catalan JdM. a.l875 s.3 t.l p.240 j 

). »ieN,+l , ir,y,oe q f 1"'»( -3). 
im^,y.-J:.>/r)'\ », {,-+l)-«i] !.-, 1"(,H-1)| 
ì:ì[«,«.(" ,'/—".'/,)' !■«, (,-+i)-<» ] \i; 0-(»i— 1)1 . 

■2 Danno due confini per la somma delle potenze m dei numeri da 

Siano X a y due snceessioni di m numeri reali. La somma dei qua- 
degli X moltiplicata per la somma dei quadrati degli i/ mcuo il 
ato della somma dei prodotti dei corrispondenti valori di i e y è 
omma di quadrati. 

1 X è una funzione, il valore della variabile qualche volta si scrive 
«so, sicché Xr vale quanto xr. Se il nome della funzione è dato, quale 



:l Ilo 



9-3 m.neìs^ . ae Qf l-?2 .3 -(^r*^l'% l'"^0/>' 5^ [i(<^, l'"^0 ^^] 



flt 



« 10. 

^ 11. aM^i O- 

•0 wtN, . fé N/l-vi .3 

rest[ v(/",l-vO, a] = rest| v[rest(/>% a) |r, 1— n], aj 
[ §rest 1-6 o. P ] 



•1 ri= v(X'Cfr^a |r, 0-orda) 

•2 rest(a,&) = rest| v[Cfr^a X restfX^ft) |r, 0-orda], b\ 

•3 r^e ^xN^ .=. v[(Cfr,a) x rest(X» |r, 0-orda] e /^XN^ 
I Pascal a. 1654 t.3 p.312 | 



Log, o se è indicato con una delle lettere f^g,... la variabile si scrive ac- 
canto. Se il nome della funzione è una dello lettere a^x^y la variabile si 
suol scrivere in basso. 

9-3 La media aritmetica fra le potenze w di n quantità positive su- 
pera la potenza m della media delle stesse quantità. 

La radice quadrata della media aritmetica dei quadrati di più quantità 
dicesi loro « media quadratica » . Facendo m^2, si ha che la media quadra- 
tica supera la media aritmetica. 

10. Sia 11 un numero naturale, e sia a una successione di 71 numeri in- 
teri, positivi o negativi, distinti cogli indici da 1 fino a n. Allora ogni 
razionale positivo o negativo, che soddisfi all'equazione x» -|-^/,x«~i-[- 
Ojxw— --[-•• •+^'u =0, è necessariamente intero. 

L'equazione considerata dicesì di grado n, perchè contiene l'incognita 
X a potenza u. I valori di arche soddisfano all'equazione diconsi « radici » 
di essa. I numeri a diconsi «coefficienti ». Con questa nomenclatura, la 
Prop considerata diventa : 

« Se una equazione di grado n ha tutti i coefficienti interi, e il primo 
«coefficiente è 1, allora tutte le sue radici razionali sono intere». 

11 '1 Ogni numero a è la somma delle successive potenze della base 
dieci per le cifre di a, dalla potenza fino a quella dell'ordine di a. 

•3 Dà la regola per riconoscere se un numero a scritto in cifre, sia 
multiplo d'un altro numero b. Si moltiplichino le cifre del primo numero 
pei resti della divisione delle potenze di 10 per ò, e si sommi. Se questa 
somma è divisibile per ?>, lo 6 pure il numero proposto. 

Se ne dedu *ono le regole esposte in §Cfrl2*3'4, come pure le regole 
di divisibilità p'r 3, 9, 11 date dalle 4 5-6. 



116 V 

A ae 3No .=. l[{Cfr/i) |r, 0-orda] e 3No 

•G «6 UN, .=. v[(— i)'Cfr^a |r, 0-orda] e Un 

^ 12-0 /feQfN, O. v(/;N^ = r[v(/;o.-n)|n%] Df 

•1 :r£(9 r). v(,r'|r, No)=l/(l— ;r) 

t i:(xr |r,No) = V[S{xr |-/%0-n) | ;?^No] 

= r[(i-x«-Hi)/(l-x';|H^\oì 

= l'i[l/(l-ir)-xn+i/,'i_a?)] I ,rx^j 

= i;(l_x)— l,[.r«+V(l— «^ì I '?*No] 
= \l{l—x)—[\^xn+i j /?*No]/(l— a*) 

= » — 0/f 1— x) = l/(l-x) ] 



Per avere la regola di divisibilità per 7, si dividano le successive po- 
tenze di X per 7: si avrà: 

esponenti: 012 34667... 

resti 13264513... 

Un resto si ottiene facilmente dal precedente moltiplicandolo per 8, 
resto di 10, e trovando il resto del prodotto (§restl'7); ad es.: 

rest(X,7) = 3 .3 rest(XS7) = rest(3x3, 7) =2 

Allora, per trovare il resto della divisione d^nn numero per 7, si mol- 
tiplichino le sue cifre da destra a sinistra, per 1, 3, 2, 6, 4, 5, e poi di 
nuovo per 1, 3, 2,...: si sommino i prodotti, e si trovi il resto per 7. 

Si possono anche moltiplicare le successive cifre per 1, 3, 2, —1, — 3, 
— 2, che diconai « resti minimi » . 

Si vede in questi casi porticolari che la successione dei resti è perio- 
dica, cosa che risulta in generale dal cosi detto «teorema di Fermat». 

Questa regola fu enunciata in generale da Pascal. 

Prova d^un operazione per 9 e per 11. 

I teoremi §rest 1*6 7 8, insieme a quelli ora esposti per trovare il resto 
d*un numero per 9 e per 11, permettono di verificare in molti casi se una 
operazione aritmetica sia errata. 

Cosi volendosi verificare se sia ben eseguita la moltiplicazione 4321 X 
567 (pag. 20), trovo i resti dei fattori per 9; sono 1 e 0; li moltiplico, ho 
0; dunque anche il resto del prodotto 2450007 per 9 deve essere 0, ciò 
che è. Se il resto non fosse 0, certamente Toperazione è sbagliata. Vice- 
versa, se la prova riesce, si può solo dire che, se c'è errore, esso è un 
multiplo di 9. 

12*0 Sia f una quantità positiva funzione dei numeri. Si dice anche che 
f è una successione numerabile di quantità positive, e più spesso che f è 
una « serie » di quantità positive. 
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12-2 x£9 . a^Q r). l(ax"\r,ìi^ = a/(l^w) 

•3 asQ . orda=0 .3 a- v(X~'*Cfr_,a | r, No) 

•4 asQ . men . /?£N, : jo^ />i+N, .^p • Cfr_pa = Cfr_^^a :3 
a= [X"' "'^E X'^a + (E X"' '"a - X'^E X'~a)-EX**a]/[X"XX**-l)] 

a {7n,n)3(meìi . ^^sNj : ps m+N^ .^p- Cfr_pir = Cfr_p_,^x) 

[ a,6fN| . x=alb .3. rest(X''»rt, ò) | m*0"6 3 0-(6— l) .3. 

a(m,7«)4?/t€0-ò . 7?£Ni . m-f-??^ . rest(X»»a, 6) = rest(X»» a, 6) (1) 
Hp(l) . rnsO-'b . 7is^i . m+7?^ . rest(X"*a, ò) = restCX'w+^a, ò) . 
P^^i O- rest(X»»+Pa, 6) = rest(X"»+»+Pa,6) O. Cfr—m-p{alb)=. 

Cfr— m-p— n^^;6) ] 

I Wallis a. 1685 t.2 p.364 : 

« . . . post processura (Reductionis Fractionum vulgariuui ad Decimales) 
aliquatenus continuatuni, redeunt iidem numeri, et eodeni ordine circulantur 
quo prius... semper, si non citius, post tot locos uno minus quot sunt in 
Divisore unitates ». ! 



Allora con l^f^ì^^), che si legge « somma degli f, estesa a tutti i nu- 
meri interi positivi o nulli », o anche « somma della serio /^», si intende il 
limite superiore delle somme degli /* da fino ad un certo indice ??, ove 
ad n si attribuiscano tutti i valori della classe Nq. 

•2 Somma della progressione geometrica decrescente, illimitata. 

Un'applicazione della Prop precedente è la riduzione d'una frazione 
decimale periodica in frazione ordinaria. 

•4 Sia a una quantità positiva; sia ni un intero positivo o negativo, 
ed n un numero naturale. Se avviene che, comunque si prenda l'intero p 
maggiore di m, sempre si ha che la cifra decimale di posto p coincida 
colla cifra decimale di posto p+«, allora la frazione decimale che esprime 
a dicesi « periodica». Le cifre del periodo sono quelle che seguono quella 
di posto m. L'« antiperiodo » è formato dalle cifre precedenti. 

Sia ad es. la frazione decimale illimitata: 0*321 321321 ... . 

Essa vale 321/X3+321/X6+321/X«+... = 321/X»xri+X--3+X--6+...) =: 
321X-«/(l— X-^) = 321/(X»-1) = 321/999. . 

Qui 771=0, cioè non c'è antiperiodo ; il numero delle cifre del periodo 
??=:3. Se la frazione ha un antiperiodo, come 054 321 321 321 ...= 54/X--|- 
X-2X0-321 321... = (54+321/999)100 = (54x999+321) 99900 = (54x1000+ 
321-54)799900 = (54 321— 54V99900 = 54267/99900. 

Questa regola è espressa in generale dalla Prop'4. 

EX'Wrt significa « numero formato dalle cifre di a, fino a quella deci- 
male d'ordine m inclusa », o « antiperiodo ». 

EX"»+n^i_X« EX'«rt significa « numero formato dalle cifre fino a quella 
d'ordine decimale m+«, soppresse le cifre dell'antìperiodo », cioè il nu- 
mero formato dalle cifre di posto 7??+l a 7w+/?j e dicesi « periodo ». 
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§35 II 

^ 1-0 niE^^ . /*£ q f 0-(/>/+l) Q. 77(/; 0-0) =^ /O . 

77(/; 0-(/>i+l)) = /7(/; 0-//OX/"(a/ì+1) Df 

•2 /yifN^ . /*£ q f V"m 7^: n{f, 1— /h)=0 .— . Oe f \'"m 

/7 1 2; §i 2 

'\ {n + 2)vt/7[(r+&')ìs, 0-«J |;% l-/>/j =z /2[(//i+,s)!.s, 0-(/i+l)] 
[Fermat t.l p.341: 

« In progressione naturali, quae ab unitale sumit exordium, quilibet nume- 

rus [w] in proxime majorem [Xl^w+l)l faeitduplum sui trianguli [=2x(l4-2+ 

..-|-m)|; in triangulum proxime majoris, facit triplum suae pyramidis; in 

pyramidera proxime majoris facit quadruplum sui triangulo^trianguli ; et sic 

uniformi et generali in infinitum methodo. » | 

•2 a^q 7^. mi 77[(a-fr+s)|s, O-v/^ |/', l"'n] = 

///[(a+s)|8, I-m] — //7[(a+n+s)|s, I-m] 

•3 ?^8Qfl-n Q. 

1 = v}^^y/7[(i+i,j |.s, l-r] |r, \-n\ +/[/7(l+?0 |s, 1-n] 
I Nicole ParisM. a. 172 7 p.2o7 \ 

% 3. 

•1 ne Nj+l . a7€ Qf 1-;ì .3 77t(l+a^^)]r, 1-n] > 1+ v(j?, n)l- 

[ 71=2 O. (l+XjXl+x,) = l+aci+x,+iriir, > l+(a-,+jr,) (1) 

WfNi . //[(l+a-r )|M"/i]> l+2{^,l--;0 .3 

77[(l+a?r )|r,l-(w+l)] = 77[(l+a;r )|r,l-7ilx(l+irn+i) > 

[l-f2(a-a-''"']''l+.'^H+i) = l+2[a?a-*-(«+l^]+i3Cn+i2:(a?,l---M)> 

l+2[a^,l-(?'fl)l (2) 

(1) . (2Ì . Induct O- P ] 



10 Sussistono le Prop del §S in cui si scambi S con 77, e il -j- '^^ X. 
La prima è riportata. 

•2 Se VX è un numero, e se /" è una successione di m quantità, allora 
la condizione necessaria e sufficiente affinchè il loro prodotto sia nullo, è 
che una di esse sia nulla, cioè che sia uno dei valori assunti da /*, quando 
la variabile assume i valori da 1 fino ?n. 

3'1 Se n è un numero maggiore di 1, e se ce è una successione di n 



3-2 »£N,+1 .«e ti-» O. //|(1— a!,)[r, 1-«|>1— i 
•3 neN, . oc Q t l-ii O- '■\n{a,l-n)^:^{a,l-ii)/n 
•4 ngNi . n.weQfl— H .3)- 

[ SUSOO O- ("J^m.l "J>mi) £ ||m,<i.+ni^,);)in,+»i,lf(m,+,n,- 
».N, . /J«,^m, ]r,l-«]£[a»wOr|i-. ^■■ll),2(»l.l■•■u)l^ 
Sm.l-") ■ OperX<i..+i O- n|n, h», |>-,l-(»+l)] S 
Rm, a, lr,l-»VI>. l-:,)f.H»i, l-«ì X .i.,ih».,i T 
n{a, f-. Ir, l-(»+l)l £ |J(™r <" I'. l-'»+l iH», 1- 
2|m, l-(«+l)l 
(1) . (2) . Induci O. P ] 



■0 0!=1 : (itX, .3 («+!)! = (l!x(«+l) 
■01 a,6ENo O. fl+fi! = n+iW ) . a—bi = a-{b'.) 
axb'. ^ aXlb'.i . aTì\ = a^b\ì 

■1 a,beN, .3 {«+6)! e N,x(rt!XW) [ B. Pascal t.:^ I 

■ OmniM productusft quotlìbut numeriM coiitimiiit est multiplf-x p 
totidem nunicriH coiUiiutia quorum primus est uiiitaN.'j 

■2 «eN,+-2 O. ,Jn" < «! < [(»+l)/2r 



quantità positivi!, allora il prodotto (I-f-Xi (1+j-,~i...(14-J'ii ) 6 maj! 
1 più la oomina ddlt; a:. 

■3 La radice d'indice h dui prodotto dì » quantità positive d 
■ media geometrica». Exsa è minoro della loro • media arilmetic 
della loro HOmmA divida pel loro numero. 

-4 Se alle quantità fli attribuiscono pesi m, la Prop continui 
stere. No diede una dimostrazione C a u e h y, Annli/ne Algfbriqh 
Quella qui data è più diretta. 



a'. Sì legge • a fattoriale > o i fattoriale di a • . 

D segno ! fu introdotto da Kramp, Kléments li'ArUhm. a. IMI 

GausH indicò la stessa fun;sione con Ilin ; gli inglesi serivon 



DIVISORI E NUMERI PRIMI 



§37 m D 

^ 1. a,b,c£Ìi^ r): 

•0 m(a,b) = min [(axN,) ^ (bxN,)] Df ra 

•Oi » = ax min[Nj « ysiay e N^xb)] 

M ra(a,&) ^N^ . m(a,&) € N^Xa^N^xb . m(a,6)^ax6 

[ axi> f i^yXay^N^Xb) .3 3 (XiX«>>;N,x6) . §min 1-8 O P 1 

•2 m(a/0 =a . m(l,a) =a 

[ in(rt,a) = miii(rtXNi^aXNi) = miui/iXNi) = aXniinNi^aXl=« ] 
[ m(l,a) = min(N, naXN,) z=min(tìfXNi) =:a ] 

•21 m(a,&) 31: m(&/0 l Conimi D P ] 

•3 as N,x& .33. m{a,b) =a 

[ IIp .3 "SiXnO^iXb .3 (NiX«WNjX6) = NiX« 3- m(a,ò) = 
miii(N|X^O = (miiiN|ÌX« = 1X« = « ] 

•4 asl^^xb .=. m(a,?^) =a [ P-3D P ) 



m(a,&) 8i legge « minimo comune multiplo di a e ò >, 
Le notazioni m e D introdotte da Lebeague nel 1859, adottate da 
da Lucas, sono ora g^eneralmente usate. 

II minimo comune multiplo fra i numeri naturali a e b è il mi- 
nimo dei numeri multipli di a e multipli di /;. 

Es. mi 2,3) =:6, poiché 6 è un multiplo comune a 2 e a 3, mentre non 
lo sono 1, 2, 3, 4, 5. 

Più comoda è l'applicazione della 01. Volendosi m 4,6), si considerino 
i successivi multipli di 4, e i loro resti rispetto a 6: 

ì/=ì 2 3 4 5 (y .... 
4// = 4 8 12 16 20 24 .... 
resti^4./,(3 ! = 4, 2, 0, 4, 2, 0,.... 
Il primo fra i multipli di 4, che è multiplo di 6, è il numero cercato, 
cioè m(4,(). = 4x3=12. 

8i vede nell'esempio che la successione dei resti è periodica, cosa che 
avviene in generale, come risulta dalle Prop seguenti. 

1 Esiste il minimo comune multiplo di a e b. Infatti aXb è un mul- 
tiplo comune di a e dì b; quindi esistono multipli comuni, e in conse- 
guenza anche il minimo. 
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1-5 m{ac, bc) = cxm{a,b) Distrib(x,ra) 

[ m{ac,bc) = aXcXmhì[^ir\y3(aXcXy sN^XbXc)] 

= a X inin[(Ni ^^3(a^ s N^X^)] X e = m(a,b} Xc ] 

'6 NjXa ^ NjXft Z) N,xm(a,b) j Euclides vii P35 j 

[ x=in(a,ò) . cs (NiX«KN,X^>) O- rest(c,iC) £ 0-"(j'— 1) rvNoX«)^N'oX6) . 
-al--i.T— l)r^(NoX«r<NoXò) O. rest(c,x) =0 .3 cf NjXni(rt,6) J 

•7 N,xa ^ N, Xb = N, X m(a,&) [ Pi-6 D P ] 

•8 m{a,b) = 7 Nj « jr3[ N^XJ? = (N,xa) « (N,x&) ] Dfp 

^ 2. a.bjCéN^ r^: 

•1 aX& £ NiXm(r/,&) [ axbe N,Xrt^NiXft . Pi-6 O P ] 

•2 a,6sNiXc O- o,Xb/v(\{a,b) e^^xc 
•3 axb E N^xc O- «Xft/n^i^»'^) ^ ^iX^ 

[ az:^[ablm(a,h)]Xvci{a^bVb ] 

•4 Nj'^.r3(r?,&8 Njjp) = ^^*>x3{ayj)/m(a,b) e N^.r) [ = p-2-3 ] 

^ 3. a,b^ce^^ r^: 

•0 D(a,ft) := max Nj ^ x3{aM N,x»^) Df D 

•Oi » = max[Ni ^ a/N, ^ &/NJ Dfp 



•5 L'operazione della nioltii)licazione è distributiva rispetto a quella 
del minimo comune multiplo. Es.: m 4,6 = mi;2X-,2x3 = 2Xini^2,3) =: 2x6. 

•6 Ogni numero multiplo di a e multiplo di b è un multiplo del mi- 
nimo comune multiplo di a e b. 

Infatti, detto x il minimo comune multiplo di a a b, se e è un multiplo 
comune ad a e a ò, il resto della divisione di e per sn sarà un numero 
compreso fra ed a^— 1, e sarà nello stesso tempo multiplo di a e multiplo 
di b. Ma, siccome x è il minimo multiplo comune, ne risulta che non 
esiste alcun numero compreso fra 1 ed .r— 1, multiplo dì a e multiplo di 6; 
quindi il resto della divisione di e per x sarà 0, e quindi e un multiplo di x. 

3*0 D{afi) si let^<j;'e « il massimo comun divisore di « e di ò ». Esso è il 
massimo dei numeri x tali che a e b siano multipli di a?; ovvero il mas- 
simo dei numeri divisori di a e divisori di b. Si badi che ^/N^ rappresenta 
tutti g-li enti che si otten^rono dividendo a pt'r i vari numeri naturali ; 
aonvi fra questi i numeri interi divisori di a^ e dei fratti. Per indicare i 
divisori interi si dovrà scrivere Xi^vz/Ni. 
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3-02 D(a,6) = ab/m(aM) 

[ DfD .3 D(a,ò) = maxNiAac3(a,6f NiX.t) 
Pl-7 .3- * =: max Ni^a;3[a6/rn(a,ò)f NjX^:] == «^,m(«,^) ] 

•I J)(a,b) £Nj . «,&£N,xD(a,ft) 

[ l£ Ni A a Ni A 6/Ni . -aNi^rt/NiA6;Ni^(«+Ni) . §maxl-8 O- P 1 

•2 D(a,a)=a . D(l,a) =1 . D{a,b) = D{b,a) 

[ Hp O. a,&£NiX6 . -a (6+NiKÒ/xNi) O. P ] 

•4 D(a,ft) =6 .=. a£ NiXft 

•5 T>{ac, bc) = 0<D(a,&) Distrib(x,D) 

[ P02 . Pl-5 O- D(rtc,6c) = acx^ miVfc,òc) = [a6/m(a,ò)]Xc = D(a,6)Xc ] 

•6 ape N^x^ .3 1^(«;&) ^ NjXc [ P-5DP ] 

[EUCLIDES VII P2: <^èàv (ÌQi^juòg óvo àgi&iiovg fxergfj, xal tó 
jusyiOTOv ovTOjv xoivòv uérgov jusigi^asi » j 

•7 N, ^ a/Ni « &/Ni = Ni '> D(a,6)/N, 

•8 D(a,b) = 7 N^ o .r3(N, ^ x/ì^, = N, ^ a/N, ^ ft/Nj 

^ 4. a,teNi.3 

•1 a-£N,6 .3 l^K^) = I^A rest(a,&)^ 

[ Hp . £C£Ni . afie NiX-c O- «— 6Xquot(a,6) f NiX^c O- rest4a,ò) 5 NiX^c (1; 
Hp . b, rest(a,6) e NiXJJ O- 6qTiot(a,6)-f-rest(a,ò) f NiX^c O- «^ NjXic (2) 

Hp . (Ij . (;2) .3. Ì^inx3(a^bs N^Xx) = Ni ^ CP5[Ò, rest(a,ò) e NiXx] . 
Opermax O- P 1 



•02 Importante relazione fra il massimo comun divisore e il minimo 
comune multiplo di due numeri. 

Es. D(4,6) = 4xt> / m(4,6) = 4x6 / (4X3) = 63 = 2. 

In conseguenza sussistono tutte le Prop precedenti relative al minimo 
multiplo comune ove si scambi m in D, e la relazione af NiX& («è un 
multiplo di b) in 6£N,X^ (a è un divisore di b). 

Le Prop trasformate seg-uono collo stesso numero ; parecchie sono dì 
nuovo dimostrate direttamente. 

•5 L'operazione X è distributiva rispetto alla D. Si deduce dalla pro- 
prietà analoga di m. 

•6 Se un numero misura due numeri, misura pure la massima loro co- 
mune misura. 

E' la traduzione dell'enunciato d'Euclide. La frase « e misura a », che 
si dice anche « e divide a », si trasforma in « asNiXc ». 

E conseguenza immediata della distributività di X rispetto a D. 
41 Questa Prop che in sostanza non diversifica dalla Euclidea P-3 
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4-2 D (a,6) = DJ), &— rest(a,/?)J 

'3 a>b .33. D(a,b) = D(a— &,6) [ Euclides vu PI j 

•4 D(a+1, a) = 1 -5 D(2a+1, 2a— x) = 1 

•6 ae 2N, . be 2N,+1 . a>& ,^, D(a+&, a— &) = D(a,&) 

•7 a,&€2N,+l. .3. = 2D(a,&) 

•8 a>b.D(afi)=l O- D(af&,a— &)€awt2 



^ 5. a,6£N, -^r 
•1 D(^,&)r=:l .3 ra(a,&) = ax& 

•2 m(a,6) = axb/Dicifi) 



[ P2-02 D P ì 
[ EUCLIDES VII P34 j 



^ 6. a,b,c,deì^^ r): 

[ Hp .3. aòfiNjXc . còfNiXc O- D(a6, cò)£ N^Xc . D(a&, c6) = 

6XD(a,c)=6 O. P ] 
[ Hp .3. oòfNiXrt^NiXc O. a6 5NiXm(rt,c) O. oòfiNiX^c .3 P 1 

•2 D(a,&) =1 . ce N,xa ^ N,x6 O- ce^^Kob 
•3 D(a, 6xc) = D[a, &xD(a,c)] 



9 

80712 8712 
2304 1800 


3 1 1 

2304 1800 
504 288 


3 

504 
216 



permette di trovare il massimo comun divisore fra due numeri espressi in cifre. 
Vogliasi ad es.: Df 80712,8712). L'operazione si dispone cosi: 

\ I 1 IJ 

288 I 216 72 
72 I 00 

Si divide il primo numero pel secondo, e se ne trova, oltre al quo- 
ziente 9, il resto 2304; onde D(80712,8712Ì = D(8712,2304) 
Analogamente D(8712,2304) = D(2304,1800) = D(1800,504) = D(504,288) = 
D(288,216) = D(216,72) = 72, poiché, il resto essendo 0,216 è multiplo di 72. 

In conseguenza la P3'02, o la 52, danno la regola per calcolare il mi- 
nimo comune multiplo di due numeri. 

Esempio: m (80712, 8712). Avendo visto che il loro massimo comun di- 
visore è 72, il loro minimo comune multiplo sarà: 

72 X (80712/72) X (8712/72) = 72x1121X121 = 9766152. 

In pratica quest'ultima moltiplicazione non si eseguisce. 

6. La relazione D(a,6) =1 si suol enunciare sotto la forma « a e ò sono 
primi fra loro » . 

•1 Se il prodotto di duo numeri è multiplo d'un terzo, e questo è 
primo con uno dei fattori, allora divide l'altro fattore. 
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ì(a,h)^l . ae}i,xc .3 D(6,r) =1 JEucledes vii P23[ 
Xa,c) :=I . D{b,c) =1 .— . D(ah,f:) —1 {Euclides vii P24j 
)(",r)=:IX/j,'-)^I>>(,rf) = l>,/vO— 1 -3 D(fif>,rd)=l ■ 
{Euclide» vii P?6 | 

\l>,r)=l 3- l>{(h ''X^ì = I>,fi,h)XDijt,r) 

Ìia/D(a,b} , b/D(a,h) ] =i 

9trLb(x.D) O. D(«,6'i <I)[nI>«.6 .?)I>«.?>il = D(n.6) O- T ] 

a,ìì.r.(lB^^ 3: 
/fc = c//f . D(a,?<) =1 3. r/^( = ///fc = Dir,,I, 

. .3 ad = bc .3 («^sN,x« ■ 1). «.'»=! O- e«N,Xf( 1 

)(a,h) = Dir,ch=l .n/b = r/(ì .'^. it=r .b=d 
EircLiDES VII P_'0, 21 ! 

a,h,i)ì,i)eìs^ 3- 

Xtì.h) =1 3 D(rt",;^) =1 

=1 O- i" (1.1 

sN, . i>(«/>)=i . Di'«'"y-)=i . p«-fi o- i>(f("*i.'' =1 ;2,) 

.(:>.. Imiuct O f ] 

){n,hj^\ 3D'>",&'')--1 ! EiCMi>EsviiiP2,3! 

. . P-1 O. n(«i",6'=i . P'i 1' ] 

/f.f/f X,+ l .D(r(,(^)=l 3 
r('sI(f(.r,M I .*■• l-(/>— 1)= l-(6— 1) 
rei-/.-!) O. n-st <(j-.'«iÉ 1 — 16— I 
j-..yeN, . 3"<v . resti «r.fci = rii^tirt'/.M .3 rest|' ij—xyi. b] =0 3. 

(//— j-WeN|yft 3. y—j:éS,\h 
.r.i/i V (ti—l) . x<!/ 3- .'/-.>■-£ Ni .<6 3. r(^M(</a'.M-= resti fitf.&) 
nulli rcstifiar.?-! I a:-l-(fr-li = i.—l 3. I' 1 

M N,+l . I>y(,l) =1 3 a N « /iscf" e N/;+l) 

binilo (Tufi ilei iimin'i'i [irÌLLii t'rn loro. Allorn respressione : 
'1. ove ad jc s[ dinuo i valori I. i, ... (&— 1), nssiiine soli e tutti ì 
ala fc— 1. Inflitti ri'sprpssioiit' coii.sidiTatn, iissHiueiido x i detti 
issuiiit' piiiv valori t'oiiiin-csi nello sIchso intervallo, e tutti distinti. 
Rsseiido i-onie [iriiim a e h numeri [iriml fra loro, allora a elevato 
nuvcnientc CN]ionente, diviso per b dà jicr resto 1. 



10. rt,&.r£N, r). 

■0 m(n,h,r) = mm(N,xu »* N,x?j " N,xc) 

■1 iii(rt,ft,c) =^ m'm(rt,bl, '■] I EucLiDES vi 

[ ni(rt,fe,<-. = iiiiiil(>;,X«'vN,x6)«(N,Xc)] 

= niini[N,Xm(«,A)HN,XO: = ...[ni(«,fc). e] ] 

■2 Df«,6,'") = maxN,"J3(«,6,f:sN,XJ'-) 

•3 D(a,b,c) = C{Pin,h), e] [ Euclides \ 

I P-3 . Oi>erj-j O- N,fl3;J<«,6* N'iXJ:') = Nift3;ì[Di<i,6)eN|> 

Oper [r. jrjice N'iX.cì] . Distrlb(3,«) . Oper max . Df D O, P 

■* rt,ft,'^£2N,+l .3 D(rt,6,c) = D|{n+t)/2, (o+fr)/2, ( 

•8 JXn,b,c)Xm{nb,ac,br) =^ abc 
m D 

•6 mia,b,c) IK^yb) D(a,r) D(t,f?) — nbc D(fl,6,c) 
1 -S-e Leuesgue a.l«ó9 p.:-}l,34J 

■7 {N„ &eN,Xfl!, D{a,b), m(«,ft), l] | [Cls, ay>, art), 
gC M ■* 2-1 -2 -i 3-1 -2 -3 4-1 5-2 -3 
§w l-l -2 -3 ■< 2-1 -2 -3 -ò-i '3 4-1 §y\ 4-1 "2 -3 •* 

^ 11. )i,ve Cls'N, . a,teN, .3 

■0 m(( = min[ N,*^ a!3('( 3 N, " i»/N,) ] 



10-7 Si è pia vitìtft una corri spondenzH fra IePropl-0-8 ek 
cui si pasfla dalle une alle altre Hcambiando la parola • multiplo 

SussiHte pure un'altra corri^poiulenzai e precisamente se ne 
Logica contenente i segni 

CI. D 
si costituiscono questi aisgn\ con 

Ni divido, massimo comun divisore, minimo comune mi 
bì ottengono altrettante Prop d'Aritmetica. 

Ad esempio la Prop§£r)'3 (pag. 5*^: 

n,6iCl» O: 'db ■=■ arò=a 

• Se a e 6 sono classi, allora dire che o^ni a è 6 equivale 
• la claHse, comune alle n e 6 è la classe a >, 

eolla traNformazione Indicata diventa, 

(i,6*N, O: btUfXa -=- G{a,b)=a 

• Essendo n e b dei numeri, allora dire che 6 è un multipli 
■ vale a dire che il massimo coniun divisore fra 11 e b vale </ • 
3'4 del pre.senle S- 



'.n ^n -i miiavib) = m{a,b) 

r, .3- "^ ni" fN, '4 mtiixa) = axiUH 

imr cN, .3* '^' in('(w'') ^= in(m*(, mr) 

*(X'-) = in^xiii'- Distrib(x,m) 

} Stieltjes a.l89ó p.4 j 
i',i-£ Cls'N, . rt,teN, .3): 
f r_^ max[N,'*x?(;'Q N,xr)] Df 

■3 D« e N, 

Cls'N, . ■)-■= X,rw3^(ON'iXa-) O- Is" - Sii M O- 3'- (D 

1.(1) . nwM O. -3 frH'«+N,l ■ (1) - §inax -2 Q. mnxt e N\ (21 

ì.(2).EIii..m.EIÌmi-0-I' ] 
'fXfi) = nxOn 

3 -5 D('(v?-) — IXD^D'') 

»X'-) = (DifU'i^r) DÌstnb(X.D) 

ÌStielt.ies ji.I89óp.4j 

ne Cls'n . a «-tO.^- 

; — max[N,«:r.?('0 nX.^)) . D((0) =0 Df 

(fw (0) ^ Di( '2 D(' ^ D mod ?( 

i£N, . D(«.'') =1 . PEI! .3. aO-(')— l)'*x3(rtx— P£ n?») 

ieN[ . D(«,^) =1 . ren . »,ren . aif-\-bv =c .3* 

.7-,y£ 11 . (ur-\-by =c .=:. a n ** j,7[,»,'= n-\-bj . if= r~n:] 

ne Cls'R 3. Df( = max R« ,rj(*(3 N,X.»-)1 Df 

i/-eN, .3 D(rt/r, &A) = [!>(«.&)] A 
3kktiìani> a.l849 p.l05 \ 

it . D(f, Dr eR 3. -3 D{/(X'-)= (D»)X(Dr) 

R .3- !>/"<) — «1^" ■■* ^'^N, .3 (0*0"= D(«'') 

HE Cls'R .3. m» = mm[R«.r5('0 x/ì^^'\ Df 

I . . =/D/rt Dfp 

/■£ N, .3- '"(''A j V"") ^ t™'"-''!] A 

I Bektrasd a.l849 p.lOT { 
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« I-O Np=(l+N.)-[(l+N.)X(l+N,)] 

l bfieii,.mSp.a=bc. Df Nji O' S'',« N'i+l) O- ''=1 -«■ f =1 ■! 
M 1 as Np .3- N, " «/N, = (]«(« [ = 

•2 rteNp.teN,-(N,Xfl) O- D(^,ft)=l 

! EucLiDES VII P29: 
"Anag :tq<òtos àgtiì/tài; ,^ jò? Unavra àoid/ióv, Ri' /lì] /lergn, .-rgw 



1-0 l>iiMrì<i I numero primo >, e si abbrevia in Np, o^i iiur 

pore dcirmiit'\, o non prodotto di due nuniuri iiinggìori ilell'u 

(1+X,r:(l+N,l dicosi nnclm € numero composto ■. Alcuni 

TAVOW DEI NUMKRl PKIMI DA 1 A 1000 

■2357 11 13 17 13 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 73 Si) 

100-1- 1 3 7 9 13 27 31 37 39 4!) 51 57 63 67 73 7!» «1 91 93 

200-H 11 23 27 29 33 39 41 51 57 G3 69 71 77 «1 H3 93 

300+ 7 11 VJ n 31 37 4Ì 49 53 59 t;7 Td 79 83 89 97 

400+ 1 9 19 21 31 33 39 43 49 57 61 63 67 79 S7 91 99 

500+ 3 9 21 23 41 47 57 63 69 71 77 «7 93 99 

6U0+ 1 7 13 17 19 31 41 43 47 53 59 61 73 77 83 91 

700+ 1 9 19 27 33 39 43 61 67 61 69 73 87 97 

800+ 9 11 21 23 27 29 39 53 57 59 63 77 81 83 87 

9O0+ 7 11 19 29 37 41 47 53 67 71 77 83 91 97 

Furono calcolato tavolo di numeri primi fino a 10|^7. Vedas 
gra6a nel Formulaire Matkéiimtiqtie. 

■1 Se 6 è un uumoxo naturale, e so a è un nnmern primo i 
6, allora 6 o vale 1 o vale n. 

Diversanujnte detto, i divisori d'un numero primo a costit 
classe formata da 1 e da a. 

Utili esercizi di inancircrio di simboli di Lojfica sono le tras 
di queste Prop le une nelle altre. 



NP ^_^__^ 

>,r£S,.hcE'S,X<i .3 &£N,X«-w-C£N,X« 
[.iDE-s v[i P;^)0 : 

101 jiolln.ilaaiaantTe-; àlh'/Xofi Tiotoìni Tira, tÒv òk yevó- 
ifTofi ug TtotiÌTiK àoi&ftói, Jcfli Si-n iiòv /^ '''oz^i /«rp^Mi.j 
3. 1)6.« ethjia (11 

=1 . §i)i;-l O- « N|X'( '2) 

i==rt O-ftf N'iX" (3i 

,u.r«.,I..D. P] 

.3 mm[(N,+ l)^«A.)lf ^'P 

(«N,, O- min N',+l>f«/N,) s N.+l ■!) 

.a/N,).È'«Ni-i-l-*5iNi-hl X.y O- .yf.N,+iyx,r/N,ì. 
). jr-=mhi(S'.+r'N«NM (2^ 

ya N,} . a;« ;N,+I)XN', + n . ii) - Elimi, O- ■ 
ii(X,+l/>«/S\p (3) 

^li'VdN',! . Ci . Trftnsp O- ■»"« .N'i+l~I N,+l X N'i+l'i] - 
1' I 

|N,xNp j EUCLIDE!* VII P.'ìl : 

li àgiff/to; S,tò ìifMÒTov twÒì àot&/toù fiergeUai. j 
j-=miii,,X,+lpirt;N,ì O- JrsNpnlf.Nil O- «« N.XNp ] 

3. aNp«(m+N.) 

a IX P20 ; Oi jiqù>toi àoi&/iol jileiovg eio'iv jiarrbg 

■ Tih'i&ovi nQoizaiv tìotftft(T>y. j 

!+l sNi+l . P-3 O- "»!+! e N,XNp (lì 

w O- "»! « N,Xx . 1 -e N,XJ; O- '«!+l -« ^lXx (2) 

hi e X,X3^ . (2, . Traiìsp O. a->"' O- H Np" (m+Ni) (3) 

limj; -D P ] 

!J,+l)x(N,+l) 3 3Np«j^Gf£rt.aeN,xa:) 

+NiW«;Ni) ■ ir= "/-e O. a:^ Np . ys N,-fI . 
tlKv/Ni) ^^ O- .V5^ O- «= ■c.V ^ a:* O- 

dalla tabella dei nuiiien primi, che essi vanno facendosi 
PiTo il teorema Eudideo dice che essi uon si arrostano 

r>inunqui' '■1 prenda il numero m, si possono sempre deter- 

prinii maggiori di m 

-1 b un numero mag'giore di 1, quindi divisibile per qualche 
Ma è tacile vedere che ogni numero primo che divida 

inde di ut 



^____ ^ 

2-ì rteN,+ l .-a ^p^x3(j^^a.as'N,Xoi) O- "^^ 
[ PO . Transj» O- P I 

1 Leonardo Pisano a.l202 p.38: 
«Qni priinum nuinerum... oogiioMcere voluc.rit... sem|>ercat divìd 
per priinos numernH ordinate, donw aliquem priinnin nuinernm 
per queni pro|>osituiii numeram «bstiue alia su pi-ratio ne posait d 
donec ad eioHdein pervcncrit radicctm; sì per niilluin ipsorum divi' 
tune prlinum ipsoni esse indicnbit. • I 

•2 ne Np . &,neN, . ft" e N,x« O- ^^ N,x« )Euclii)I 
[ 6-sN,Xn D- I)(n,//>=1 D- lì\b«,a>=l O- fr"-eNiX« 
M) . Tranap .3 P I 

■3 . ([" E N,X/^ .3 6f ^"^N, ! . 

^ 3. fleNp.?>e(N.+ l)-(N,Xrt) O- 'i //"'-leN, 
[ Hp . ci=a-l O- !>(n,''T=:l .3 restifcj-,n) | x'I-c^l-. 

ciò» f c! + N,Xa -3 (6' -lrUNiX« . D(rt,r!)=l 36' - 
■i mm[S,^w3{b''—l e nxN,)] £ N,«(rt— 1)/N, 
■3 Ì:ì,^x3{b'—l e axN,) — N,Xniin[N,'»j;3(//''— 1£ nxl 

! Fermat a.l640 t.2 p.209 : 
• Tout nombre premier uienure infalliblenient ane dcx puiitsAi 
quelquc progresHÌon que ce Hoit, et l'exposant de la dite pt 
sous multiple du iiombrc prcmìnr doiiii6 —1; t>t après qu'nn 
première puisj«ncc qui watisfait A )a quention, toulcn celluN don 
Haute sont nmtti|)lea de l'exposaiit de la première satinfont tout 
la question. '\ 



2-1 Se xi verìDea che un numero maggiore di 1 non è di 
«Icun numero primo minore della sun radiire quadrata, allora 
è primo. 

CostituÌMce una regola per verifiearc se un dato numero 1 

quale è abbastanza pratica He il numero non è molto grande. 

Esempio. Tutti i numeri inferiori a 100. e non contenuti 1 

di inoltiplicftzione a pag. 19, cioè non r'9Xl"'8. «ono primi. 

3-1 Questa Prop porta il nome di 'Teorema di Fermat 

Nel oaKo particolare in cui la base è 2. la Prop era nota n 

tempi del filosofo Confucio, a.— 500. 

Il CASO in cui 6^10 è interesHante sia per le regole di dii 
numeri, sia per la Irasforma^ionu delle frazioni ordinarie : 
periodiche, poiché min N, « j-3(X-" — 1 « NiX^) è il numero de 

P1U.10, Arilm. 



_^ NP_ 

Np''(N,+3) 3 (6N,+1)„(6N,— 1) 

! BUNliUS 8.1599 p.;i99 : ....wmper ... numeri primi post biiia- 
ttrnariutii, in Deiiarioram multìpliciuiu vic-iiiia coilocalì coini>erien- 

I uno miiiorcs, «ut uno miyore.s. • i 

Np-^tN.+ó) D 30N,+|dv(7v(ll«aH) 

i 37eO-9 .3- ic'+J-+n e Np 

«O-ló. 3-^+^+1'' £^'P ! EULEtt Op. post. t.l p.l85{ 
E0-;ì9.3.a.'+a;+41 eNp { Euler BerlinM. a.l77:ì p..-ì6i 
■£0-28.3-^^+"9£Np 1 Lecendre a. 1797 p.lOj 

1 Np^4N,+ l)3N,'+N,* 1 Girard a.l634 p.ln6: 

it nombre premier qui oxeedc un nombre quaternairc de l'uriitt' .se 
viBer en deus quArrez eiitiors. » I 

fl,&,c,d€N, .a*+6' = c*+rf'.a'+ft'eNp .3- la^^ib^ ic^id 
! Fermat t.l p.294 : . Numerai primns qui superat uniUto qna- 
i iiiultiplii^em. semel tAntum est hj'potenusa trinnguli rcctanguli > ; 

as Np"(4N,+3) . 6,ceN, .6'+c'eN,Xrt .3. b,C£Ì^,y.n 
1 Fermat a.l640 t.2 p.204 : 

un nombre est coiupnxé de deus quarrés premiers entre eus, je dis 
e peut étre divise pas aueun nombre premier moindre de l'unite 
[uultiple du quatornaire •. '. 

Kp " (3N.+1) 3 N.'+.3N,* IFermat a.l654 t.2 p.313! 

[>«[(8N,+ 1)v(8N„+3)|3N,'+2N; 1 . . I 



9 di X per a. come pure il num«ro delle cifre del periodo di 1/a in 
e decimale periodica. 

a = 3, 7, 11, 13, 17, 19, 93, 29, 31, 37. 41, 43, 47. 
;X:'-UN,X<») = 1, 6, 2, 6,16,18,22,28,15, 3, 6,21,46. 

Curiose formule che danno dei Np, Si verificano sperimentalmente. 

Questa Prop e le successive esprìmono curiose proprietà dei iiu- 
;he hanno interessato molti matematici, e che interesseranno qual- 
ei lettori. Le loro dimostrazioni sono però complicate, e non ancora 
le in simboli ideografici. 
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6-5 2*+l, 2»+l, 2*+l, 2«+l, 2"+l fNp lFERMATa.1640p.162i 
•6 mfN, . 2'*+l £ Np .3 me 2f^No (Fermat a. 1640 t.2 p.20oj 

[ ps 2N1+I . mfNi . §2: 4-2 O. 2'np+l £ (Ni+l)X(2'"+l) O- P ] 

•7 «,&,m£N, . a"+6'" £ Np .3. />i£ 2f^No 

•8 7x2*'+l £ Np j Seelhoff Zra. a.l886 t.31 p.380 | 

^ 7i 2'— 1, 2*— 1, 2»— 1, 2'— 1 £ Np tEucLiDES ix P36 scoliaj 
2«-i, 2"-l, 2»^-l £Np 

2"— l£Np [Mersenne a.l644; EuLERBerlinM.a.l772 p.35j 
2** — 1 £ Np JPervouchine, Acad. S. Petersbourg, a. 1883 j 

•2 msN^ . 2"*— 1 £Np .3. m£Np [Fermat a.l640t.2 p.l98j 

^ 8-i afi.msìJ^ . D(«,6) =1 .3 a Np ^ (a+ N^Xb) '^ (/>ì+N,) 
[Legendre a. 1808 p.398; Dm. Dirichlet a. 1837 ti p.313, 
Mertens WienA. a. 1899; WarszawaP. t.ll p.l94 ) 



•5 .Quantunque della stessa forma 2f\2(^N4 \ i numeri che seguono 
sono composti: 

2|H2^5)+1 £ N,X(2*+2'+l) |EuLERPetrC. a.l732 t.6 p.l041 

2ÌH2h) +1 e N,X(2**+2"+2"+2*"+2»+2«+l) 

t Landry a. 1880, v. Seelhoff j 
2|V2^11)+1 £ N,X(2"+2«+2"+2"+l) 

jCtrNNiNGHAM BrìtAssR. a.l899 p.653j 
2fH2(^12)+l £ NiX(2"+2"+2"+l) } Pervouchixe PetrB. a.l878 j 
^2^23) +1 £ N,X(2"+2^+l) } * . j 

2K2r^36) +1 £ N,X(2**+2**+l) | Seelhoff Zm. a.l886 1.31 p.l73J 

Questi divisori sono espressi nel sistema binario di numerazione. 
Il primo divisore si scrive !.! ! in cifre del sistema binario. 

•6 Se 2"» è un numero primo, necessariamente ni deve essere una 
potenza dì 2. Risulta però dalle cose dette che 2|^ ora è primo, ora è composto. 

7'1 2** — 1 è il più grande dei numeri primi ora conosciuti. 
Quantunque della stessa forma sono composti i numeri : 2^1—1 e 23xN£, 
228—1 s 47xNi, 2^7—1 e 223xN4 (Fermat); 229— 1 f 233xNi, 2^— 1 f 431xNi, 
2*7— le 2351 X Ni, 278— i f 439xNi (Euler a.l732 PetrC. t.6 p.l03); 
211-1 £ 13367 X Ni (Plana). 

8*1 Se a e b sono numeri primi fra loro, nella classe a+No^, cioè 
nella progressione aritmetica avente per primo termine a, e per ragione b^ 
esistono numeri primi maggiori di ogni numeri prefissato m. 
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8-2 «£N,+;ì.3 a Np''(rt+N,)''(2rt— N,— 2) 
[ BERTiiAND JP. aASió Cahier 30 p.l29. 
Dm. TcHEiiYCHEF a.l8ó2 CEuvres t.l p.52 [ 

:ì{N,+ l)3Np+Np JGoLDBACH a.n42 CorrM. t.I p.I35{ 

)-ì flcNp .3 {a— 2)!— 1 eNjXo 
■2 ae Np .3 ('(—!}! +1 £ N,X« 

1 Leiuniz Mss. Math. VA Bll fol.lO: 
-oduutUH (fiiitiimoriiiii usque ad iiauicrum qui aiiWprneccdit datum di- 
per dntiim rttlinqutt 1, ... si datus ait primitivus. Si datu» sii derì- 
is rclinquot nuinoriu qui eiiiii dato haboat coiimiuneiii meiiHOrain 
^ niajoreiii. > I 

J WiiJioS, (WaRiNG a.l770 p.218). 
Din, Lagkanoe a.l771 t.3 p.42ó j 

as Np .=. «e N,+ l . (fl— l)!+l e N,xa 

«fc-N, .•k(+l£Np.3. [(2rt)!]'+l£N,X(4«+l) 
. . -kf-1 . . _ , _ . 

1 WaIìISO a.l770: a.l782 p.:WO : ■. sii u nuirun-u» primutf ... 

2'H'-i-ó'... "-'Vi 

i ( ubi crit -|-1, quando i^ fit par 

ruH, HÌn alitpr — lì int<'gri pruni numeri. •; 
} Dm. Lagranoe a.l771 t.3 p.431 ! 



1 La Hoinmn di dui; numeri primi dìspari è un numero pari. Vice- 
ogni numero pari, da 4 in poi, è la somma di due numeri primi. 
<HÌKÌone enunciata da Gold badi, e finora verificata solo sperìmeu- 
nte fino a lUOUO. 

"2 Questa Prop si suol chiamare • teorema di \Vil«on>. Ma già 
riscontra nei manoscritti di Leibniz(t a. 1716), ora pubblicati nel 

ilaire dal Doti. Vacca. 



§;t9 mp 

^ 1. a,&eN[ . pe Np ,3' 

■0 m.p{p,a) :=z max [N,^a;.7(«£ N,XpOl 
•1 mp(p,a)eNo . of N,xyJ^mp^p,a) . a/p^mp{p,a)< 
[ meN, . p(^m >a . a;t m+N, O. "<?* O- « -* N,+j; . Oe No 

•2 mp{x,a) =iii^'^X3(a£ÌiiXp'^ ■ a/p^ -eìifXp) 
•3 nip(7), ab) ^ mp(p,a)-l-inp{p,6) 
[ :c=mp(p.a) . y=mp(p,il .3. «t NiX/f* . bcì^iXl"' • njJ* -e 

6//w-aN,xp O' nx6eN,xp*+J' . n,iK*i'-e NjXp -3 

mp,p,flX6) = 3;+y 1 

•4 flsNjXb O- inp(/',«)5^mp(p,6) 
[ mN, . rt=he .3 mp(p,a) = inpi'p,6)+nip(p,c)^nip(p,6) ] 

■H mp(/), a'')^bxmp{p,a) 

■tì rnp[p, D(rt,6}]^ min[trap(p,n)wiinp(?),?))] 

•7 mp[p, m{a,b)\ = max[i mp(p,n)w(nip(p,ft)] 

« 2. a,ft£N, O. 

■1 ireNp .3j:- inp(.r,a)^0 :3' «=1 

I aeN,+1^3. aNp«3:>ì(aeN,X-ci 

«N|-fl . jeNp . «eNjXj; .3 inp(a:,a)>0 | 

■2 ae N, X & -^-^ «^fi Np • 3-*^ ■ mp'.a','^) ^ mp(a;,/*) 
■3 rt£ N," .^^: aie Np . "^j- . mp(x,a) e N,Xfc 



l'O S<-. p è un numero primo, ed a un numero naturale, con 
che si logge. • massima poCeiixa dì p ìn <i > si intende l'euponente 
grande potenisa di p la quale divida a. 

Es. mpi2,-24;=3, poiché 34eN,X-2'. e 24-<N,x2'. 

2-1 Se, comunque si prenda il numero primo j-, sempre la 

potenza di .r contenuta nel numero a è zero, allora necessariamente 

*2 Dire che a è un multiplo di 6 equivale a dire che, eom 
prenda il numero primo 3-, sempre la massima potenza di a- in a 
e^ale alla ma^simn polenta di x in b. 

■3 La condizione necessaria e sufficiente atlincliè. un numero ■ 
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^ 3*0 ne Cls'q . reN, .^. m\n^u nr minn . 

inin^^,^/ = min[;(^min,.;^+Ni)] Df 

^ 4'1 ?^£ Cls'q . num?^ eN^ . /ìb qf/^ .'^. 

l(f.f() = :£ [Aniin^20!r,l-num/«] Df 

•2 ?^£ Cls'q . /fe qf<^ . iium[/(ojr^(/jt'-=0)j fNj r^. 

l(f,u) = 2[/; «^ x3{fx^—0)] Df 

•3 ^^eCls'q . nuni?<£Nj .^. v^^ ^ i{min^?/|r, 1— num«<) Df 
•4'5-6 77 I V Pi -2-3 Df 



potenza d'esponente 6, è che la massima potenza a cui ogni numero primo 
entra in a sia un multiplo di b. 

3*0 Per enunciare le Prop seguenti conviene introdurre alcune nuove 
notazioni. 

Essendo u una classe di quantità, per min^w si intende il minimo degli 
m; ed indicando con r un numero naturale, per miur+iw, che si può leg- 
gere « il minimo di posto r-{-l degli w » , si intende il minimo degli u più 
grandi del minimo di posto r. 

Sicché min,?/, min,u,... sono i vari u disposti in ordine di grandezza. 
1 In conseguenza, se il numero degli u è finito, il minimo di posto 
il numero degli u sarà il loro massimo. 

41 Sia u una classe di quantità, in numero finito, e sia f una quan- 
tità funzione degli u. Allora con ^f^u)^ che si legge « somma degli fy estesa 
alla classe wv, si intende ciò che si ottiene ordinando gli ti in ordine 
crescente, prendendone gli /", e poi sommandoli. 

•2 Se u indica una classe di quantità, in numero non necessariamente 
finito, e se /■ è una quantità funzione degli ?/; ma il numero degli w, cui 
corrisponde un valore diverso da è finito, allora per somma degli /*, 
estesa al campo w, si intende la somma degli / estesa al campo degli u 
cui corrisponde un valore di f diverso da 0. 

•3 Sia u una classe di quantità, in numero finito. Allora per somma 
degli w, indicata con 2w, si intende la somma degli u disposti in ordine 
crescente. 

•4'5'6 Analogamente si definisce il prodotto degli f esteso al campo 
il, se il numero degli u è finito, ovvero, essendo infinito, è però finito il 
nnni*^ro deirli u cui corrisponde un valore f diverso da 1, e infine il pro- 
<U»tto dc^li u. 

Queste convenzioni permettono di esprimere più seuii>licemente alcuno 
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•2 aeN^ r^. num(N,^ V^,) ^= ^i [nip(a7,a)+l] |^, Np j 
JWallis a.l685 t.2 p.498: 

« Si fiat Niimerus, ex continua MultiplicMione (luotcunque numerorum 
Primoruin (inter se diversorum) aut quarumvis Potestatum talium Priraoriini: 
Numerila Divisorura numeri sic compositi^ componitur (continua multipli- 
catione) ex Primorum illorum, eorumve Potestatum sic compositarum, Ex- 
ponentibus, Uno, sin^ulatim auctis. » { 

•3 Ite Cls'Nj . au .3» Dw = n\\a^ min m^{x,u)] \x, Npj 

•-4 . iiumwfN, .^. m;* = max 

•5 a£N, 3 :i:(Nr«/N,) = //0[^'^frap(a7/^)+lJ--l]/(^—l)!l^, Np) 

= II^[l{x''\r, 0— mp(j',rz)] \x, Npj 
I Wallis a.l658 t.2 p.814 : 

« Si duorum pluriumve numerorum primorum potestates quaelibet invicem 
ducantur, factus partibus suis aliquotis auctus, aequatur facto ex compo- 
nentibus partìum suarum aliquotarum additione auctis ». { 

I Girard a. 1684 p.l56 j 

•2 ne N,+l O- a Np ^ X3[ mp(^, n\ ) =1 ] 
iLiouviLLE JdM. S.2 t.2 a.l857 p.278 j 

^ 7-0 ve Np . aeN, .3 mp(p, a!) = v)[ Y^n/p')] \r, N, j 

j Legendre a.l830 t.l p.U j 



delle Prop precedenti. Cosi la §2 3*1 si può scrivere: 

mfNi .3. 2:(l-w) = m(m+l)/2. 
51 Ogni numero a è il prodotto di tanti fattori della forma x elevato 
alla massima potenza di x in a, ove al posto di x si mettano tutti i nu- 
meri primi. 

•2 Espressione del numero dei divisori d'un numero a. 
•3*4 Massimo comun divisore e mìnimo comune multiplo di più numeri. 
•5 Somma dei divisori d'un numero. 
6'1*2 Proposizioni curiose, la cui Dm simbolica non è scritta. 
7*0 Esempio : 

mp!2,80!) = E80/2+E80/4+E80/8+E80/16+E80/32 I E80/64 = 
40+20+10+5+2-f 1 = 78 
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APPLICAZIONI 

§40 G 

G si legge « grandezza » . 

Sono grandezze le lunghezze, i tempi, i valori, ecc. 

Se a è una grandezza, ed n è un numero naturale (N,), o 
un numero razionale (R), o un numero reale positivo qualunque 
(Q), allora ny^a, che si indica anche con na, è una grandezza, 
detta « prodotto del numero n per la grandezza a » . 

Tutte le grandezze della forma nu, ove n sia un numero 

qualunque, diconsi « omogenee con a ». Sicché, essendo a una 

grandezza : 

« Grandezza omogenea con a » = « Qa ». 

Due grandezze omogenee si sommano pure, e si ha una 

grandezza omogenea colle date. 

^ 1. aeG . nj/isQ, r): 

'i na £ G -2 la IZ3 a -3 na== a •3- ^^^=^ 

•4 m(fìa) = (ì)ì/i)a Assocx 

•5 an=:na Df CommX 

•6 ajn = a(l/7i) Df 
•7 ma ^1= /?a .^. />ì=?ì 

[ Hp . Oper /;? .3- ima)in^=.a . AssocX O- (mln}a=za . PS O- w/«=l ] 

Qui non si definisce la parola «grandezza», ma se ne danno alcune 
proprietà ; quindi implicitamente risulta che grandezza è ciò che si può 
moltiplicare per un numero, soddisfacendo alle Prop che seguono. 

Di queste Prop alcune, evidentemente definizioni, portano il segno Df; 
altre sono difiiostrate mediante le precedenti ; ma noi non intendiamo qui 
esporre l'analisi delle prime Prop, e riconoscere quali siano indipendenti. 
Que-:ta analisi accurata fu fatta, col sussidio dei simboli ideografici, dal 
prof. C. Burali-Forti nel Formulaire t.l, a. 1892-95, parte IV, e nelìa 
Mi vis fa di Malematica t.6, a, 1899, p. 141. 

•1 Esprime in simboli quanto si è detto a parole. 

•5 Esprime la convenzione di scrivere il fattore numerico doi)o la gran- 
dezza, invece che prima. Es. lire 5 = 5 lire. 

•6 Per rapi)orto d'una grandezza a ad un numero n si intende il 
prodotto di a i)el reciproco di //. 
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^ 2. Hp PI . b£ qa Q: 

•0 b/a = iQ^x3(b = xa) Df -l b/asQ, 

[ Hp o. a Q ^ ^K^ = ''«) (1^ 

m,7i€Q . b=:ma . bz^na O- fna^zna . P17 O* "fnzzn (2) 

a) . (2) . Df; ori 

•i (na)/a = a -3 (mb)l(na) = (mlìì){bja) 

•4 a+&=(l + //a)a Df -5 by>a,—.bfa>\ Df 

•1 (m+n)^^ = wu+^m Distrib{x,+) 

•2 a+b e Q^H -3 (a+b)lu = a'u + bju 

•5 a+b = &+a -6 a+(&+c) = (a+6)+c 

4& 4. a,&£G . wcQ .3 -0 bla = {xa)b \x Df 

M n(?; a) = (j-n)(b/a)|r Df 

•2 x,yE(^(bla) r^, x+y = (xu+yu)\u Df 



20 Essendo come in PI, a una grandezza, se indichiamo con b una 
grandezza omogenea con a, allora con 6,Vi si intende quel numero per cui 
moltiplicando a si ha b. 

1 II rapporto di due grandezze omogenee è un numero reale e posi- 
tivo o un « numero astratto » . Cosi si indicano qualche volta i Q, in op- 
posizione a « grandezza » , che dicesi anche « numero concreto » . 

Il rapporto ba di due grandezze omogenee dicesi anche « numero che 
misura 6, essendo a Punita di misura » . 

•4*5 Df della somma di due grandezze omogenee, e della relazione > 
Ordinando le Prop diversamente, cioè in altre ti'orie, esse sono delle Dfp. 

3. Sono conseguenze delle Prop precedenti. 

4*0 Siano a e b delle grandezze, omogenee o non. Con b a si intende 
l'operazione {.r ah, ove vari .r, cioè l'operazione composta « dividere per a 
e moltiplicare per b » . Essa si può eseguire su ogni grandezza omogenea 
con a. Ponendo d=i[ca)b, si ha dbzizca. Quest'eguaglianza fra due nu- 
meri dicesi ancora « jìroporzione » fra le grandezze (/,6,f //, le prime due 
omogenee fra loro, come pure le altre due. Il rapporto b a si può leggere 
anche « proporzionalità in cui ad a corrisponde b». 

1 Prodotto d'un numero n pel rapporto di due grandezze eterogenee 
è l'operazione composta « moltiplicare per u e poi pel rapporto di quelh» 
grandezze». Quindi i rapporti di grandezze eterogenee costituiscono nuovi 
sistemi di grandezze. 

•2 Df della somma di due grandezze omogenee con un rapporto b a. 
Una quantità proporzionale a due grandezze dicesi proporzionale al loro 
prodotto. Fra le quantità proporzionali ad un prodotto se ne sceglie una, 
la più semplice, e la si chiama prodotto delle due grandezze. 
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LUNGHEZZE 

11 « metro » è la decimilìonesima parte deirarco del meri- 
diano terrestre compreso fra il polo boreale e l'equatore. 

Tale è la definizione data nel decreto della Convenzione 
francese del 18 germinale anno republicano III (7 aprile 1795). 

Delarabre e Méchain misurarono il meridiano terrestre, con 
lavoro di oltre sei anni in mezzo a grandi diflRcoltà. Se ne co- 
strusse un campione, depositato negli archivi della nazione fran- 
cese, la cui lunghezza è il metro legale (19 frimaio anno Vni = 
10 dicembre 1799), adottato dall'Associazione geodetica interna- 
zionale, e da molte nazioni. 

La parola « metro » si suole abbreviare in m. 

I nomi « deca, etto, chilo, miria », presi dal greco, signifi- 
cano X, X», X', X*. 

I nomi « deci, centi, milli » significano X"\ X"*, X"'. 

Chilometro, abbreviato in Km = 1000 m. 

Centimetro, » cm. o e = m 100. 

Micron = mX*. 

Esempi di lunghezze. 

Il lettore vede subito con quale approssimazione si debbano intendere 
le indicazioni seguenti. 

Altezza del corpo umano =: da 1*60 a 1*70 m. 

Dito = 2 e. Palmo = 20 e. Piede = 25 e. Passo = 60 e. 

Altezze: Gaorisankar, più alto monte dell'Imalaia in Asia m. 8800. 

Monte Bianco 4H10 m., raont^ Viso 3845 m. 

Torre Eiffel a Parigi 300 m. Obelisco dì Washington 169 m. 

Mole Antonelliana a Torino 164 m. 

Più alta delle piramidi d'Egitto 142 m. 

Cupola di S. Pietro a Roma 132 m. 

Massima profondità dell'oceano Pacifico 9400 m. 

» » del Mediterraneo 4000 m. 

Quarto di meridiano terre^stre, secondo Clarke = 10001900 m. 

» » » » Fave = 10 002 000 m. 

Raggio terrestre = 6 400 000 m. 

Distanza dalla Terra alla Luna =i 400 X'm. 
» » al Sole = 150 X'm. 

Il sistema metrico è adottato in: Austria, Belgio, Danimarca, Egitto, 
Francia, (Germania, Grecia, Italia, Messico, Norvegia, Olanda, Portogallo, 
Rumenia, Serbia, Spagna, Svezia, Svizzera, Turchia. 

Prima dell'introduzione del sistema metrico, ogni popolo, ogni regione. 
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e quasi o^i città aveva un proprio sistema di misure, formanti una con- 
fusione pressoché inestricabile. 

Queste antiche misure, in Italia, non sono più legali, e vanno cadendo 
rapidamente in disuso. Tavole apposite servono a fare la riduzione di uno 
in altro sistema. Daremo come esempio l'antico sistema piemontese: 

Miglio piemontese := (Grado di- meridiano i/45 = 2 469 m. 

Trabucco = Miglio / 800 = 3-086 m. 

Piede liprando =r Trabucco/ 6 = 0-514 m. 

Oncia = Piede /12 = 0-043 m. 

Raso = 14 X Oncia = 0600 m. 

In Inghilterra il sistema metrico ha valore legale, insieme alle antiche 
misure inglesi, che ancora sono pressoché le sole usate dai popoli di ori- 
gine inglese. Eccone la corrispondenza: 

Yard = 0-914 m. 

Foot o piede inglese = Yard/3 ^ 0-304 m. 

Inch o Pollice = Piede/12 = 0025 m. 

Miglio geografico o marino ^ (grado di meridiano)/60^ 1850 m. 

AREE 

Chiamasi « prodotto di due lunghezze » Tarea del rettan- 
golo avente per lati le lunghezze date. 

Il quadrato costrutto sulla lunghezza a si indica con a*. 

Questo nome di prodotto è giustificato dal fatto che, es- 
sendo afiyC delle lunghezze, cioè se a,b,c£Qm (Qm leggesi 
quantità di metri), si ha la proprietà distributiva aX(&+<^) = 
aX& + ^X^, come si sa dalla Geometria. 

Ara = 100 m', Ettara = 10 000 m*, Centiara = m". 

Misure antiche piemontesi : Trabucco quadrato = (3*086 m)' =i 9*523 m-; 

Tavola ^4 trabucchi quadrati = 38-10 m*; 

Giornata =: 100 tavole = 3810 m*. Quest'area è all'incirca quanto può 
arare un contadino con una coppia di buoi in una giornata, e si ritrova 
con nomi consimili, e di grandezza un po' varia, presso molti popoli. 

Acre inglese ^ 4046 m*. 

Superfìcie del globo terrestre = 510 X** m'-. 

VOLUMI 

Il prodotto di tre lunghezze è il volume del parallelepipedo 
rettangolo costrutto su esse. 

m' = mXmXin. Litro = (m/10)' = mVlOOO. 

Stero (nome quasi abbandonato) = m'. 

Antiche misure piemontesi: Brenta = 50 litri. Emina ^23 litri, circa. 

Volume del globo terrestre ^ X*^* m*. 
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PE8I E MASSE 

« Crranune. — Poids absolu d'un volume d'eau pure égal 
« au cube de la centième partie du mètre, à la temperature 
« de la giace fondante ». Definizione contenuta nello stesso de- 
creto del 18 germinale anno III. 

La storia del gramma o grammo è quella del metro. In 
pratica esso è rappresentato dal campione depositato col metro. 

I fisici fanno distinzione fra massa e peso. La massa d'un 
corpo si determina colla bilancia. La definizione precedente è 
quella del grammo-massa. 

La parola « grammo » si abbrevia in g. 

Kg = Chilogrammo = lOOOg. 

Libbra piemontese = 369 g*. Rubbo = 25 libbre. Oncia = libbra / 12. 
Libbra inglese o Pound = 453 g. 

ANGOLI 

Comunemente si assume per unità di misura degli angoli 
l'angolo retto. La divisione degli angoli tramandataci dai Babi- 
lonesi, per mezzo dei Greci, è: 

grado ^ r = retto/90, minuto == 1' = grado;'60 

secondo = 1" = minuto 60. 

La divisione centesimale dell'angolo retto, proposta insieme 
alle altre misure decimali, poi abbandonata, ora ritorna in uso. 
I francesi chiamano degrà il grado sessagesimale, e gvnde il 
grado centesimale, e indicano quest'ultimo con g, sicché 

l(X)g = 90'' = retto, da cui g = (9'10)r, r = (10/9)g. 

Consideriamo un cerchio; in Geometria si pone: 

^ ji = (circonferenza) (diametro) Df 

TX, rapporto di due lunghezze, cioè di due grandezze omo- 
genee, è un numero reale positivo, un Q, o come dicesi anche 
un «numero astratto». Si calcola: jr = .-Vi4i59 ... . 

Gli archi d'un cerchio si possono misurare in circonfe- 
renze quadranti, o raggi, cioè con una lunghezza. 

Chiamasi « radiante » l'angolo chiuso da un arco di cerchio 
eguale al raggio. Siccome gli angoli al centro sono proporzionali 
agli archi, e la lunghezza della circonferenza vale 7rX(2 raggi), 
si avrà: radiante retto = raggio ' (jt raggio 2) 



radiante = .t 2 X retto = 37-2937703131"^ 2iKi2(H-80t!9i7" 
retto = (2 j<)radiante. 
La misura degli angoli in radianti è specialmente 
n Analisi intinitesimale. 



d = giolito (latino dies) 
h = ora (latino fiora) d ■24 

m = minuto = h/60, a ^ secondo = minuto 60 
Anno astronomico = 'ò&bi 5Ii 48m 46s. 
L'anno civile è d'un numero intero di giorni, l'anno ( 
dì 36Ó, il bisestile di :-t66. Secondo il calendario Giuliai 
bisestili gli anni N[X-1- Secondo il calendario Gregoriano, 
in vigore 11 15 ottobre 1582, sono bisestili gli anni: . 
(N,X4WN,X100)wN.X400. 
Mese lunare = 29d 12h 44ni. 
I iiiexi del calendario t-ivile uon Beguono più il corso della 
hanno iH, 29. 30, Bl giorni, con ìng-^n ben nota. 

In parecchi calendari astronomici e cnnnnerciali i giorni dell'ai 
indicati con nnnieri progressivi. 

La data d'an giorno in mese e giorno del mese ai traMforma i 
dell'anno scrivendo il segno -f Ira il nome del mese, e il giorno e 
e attribuendo ai mese il valore di tanti giorni quanti dell'anno sor 
nuti nei mesi precei-cntì , cioè: 

Per l-aono comune: 
Osnn. Febbr. Marzo Aprila Maggio Oiugno Luglio Agosto Soli. Un. Noi 



Esempio: 10 settembre del 1902 = Mettembre+lOd = 243d+l( 
253d dell'anno. 

Il numero dei giorni trascorsi fra il 28 luglio e il iìì sett. 19 
t8ettembrc+23d"i-(,luglio-i-2Hd"!=(;»43+23-181— 28)d = 57d 

La divisione decimale del giorno stabilita in Francia con ( 
frimaire anno II, fn. abolita il 18 germinai a. IH. 

Il calendario republicano francese, cominciato il 22 8ett4>ml 
epoca dell'equinozio d'autunno, e della fondazione della Republica 
più regolare del nostro, duriS fino al 1° gennaio 180(J. 

GKANDEZZE MECCANICHE E FISICHE 

Velocità è lo spazio percoreo da un mobile diviso pe 
impiegato a percorrerlo. Facendo questa divisione colU 
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algebriche si ha un numero moltiplicato pel rapporto m s o ms— i, 
che si legge « metro al secondo » , e che è Tuuità di misura 
delle velocità. 

Velocità d'un uomo al passo = 5Km, h ^ 1*40 m s. 

» d'un tramway a cavalli = 10 Km , h; a vapore ^ 20 Km h. 
» d'un treno ferroviario da 40 a lOC Km h. 
» iniziale d'una palla da fucile = 500 m/s. 
» del suono nell'aria = 340 m s. 
della luce = 300 X« m/s. 
La Prop che alcuni A. assumono per I)f : « Velocità è lo spazio descritto 
nell'unità di tempo » porterebbe a far credere che la velocità sia uno spazio. 
Inoltre essa non è omogenea, poiché nel secondo membro figura l'unità di 
tempo, mentre la velocità ad esempio della luce è un ente indipendent<» 
dalle unità di lunghezza e di tempo. 

Accelerazione d'un punto materiale è il rapporto fra Tin- 
cremento della velocità e il tempo corrispondente. La velocità, 
e rincremento delle velocità sono della forma Qcs~\ cioè una 
quantità di centimetri al secondo. Dividendo pel tempo Qs, cioè 
una quantità di secondi, Taccelerazione si presenta come Qcs~*. 

« Gravità » è l'accelerazione d'un corpo pesante nel vuoto 
alla superfìcie terrestre; vale 981cs"S e varia alquanto a se- 
conda della latitudine. 

Forza che sollecita un punto materiale è il prodotto della 
sua massa per la sua accelerazione. Essa si presenta come Qcgs~*. 
La forza cgs~* dicesi « dine » , dal greco. 

Peso d'un corpo, cioè la forza che lo attira verso la terra, 
è il prodotto della sua massa per la gravità. 

Peso d'un chilogrammo =1000gX981 cs"' = 981000 cgs"^. 

Lavoro è il prodotto d'una forza pel cammino descritto dal 
punto d^applicazione nel senso della forza. Si presenta come 
Qc*gs"*. Il lavoro c*gs"* dicesi « erg » = dine X centimetro. 

Joule = X'erg, 

Chilogrammetro = (Peso d'un chilogrammo) Xnaetro = 
9-8iXVgs"». 

Caloria = quantità di calore necessaria per elevare d'un 
grado la temperatura d'un chilogrammo d'acqua = 415X*erg. 

Potenza motrice d'una sorgente di lavoro è il rapporto fra 
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il lavoro prodotto e il tempo impiegato a produrlo. Si presenta 
come Qc'gs"'. 

Watt = XVgs"' = Joule s. 

Cavallo vapore = 75 chilogrammetri s = 735-75 Watt. 

Densità = massa d'un corpo/ volume; si presenta come QgC"'. 



argento 

rame 

stagno 

ferro 

mercurio 

oro 

piombo 

platino 
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acqua 
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petrolio 
vino 



TAVOIJ^ DI DENSITÀ' 



10 gc' 



da 2*50 a 3 g c« 



9 

7 

8 

13 

19 

11 

21 

2 

1 

da 0-91 a 093 

0-8 

0-99 



roccie 

vetro 2*5 

legmo da 0*50 a 1 

Gas alla temper. Og, alla pressione atmosferica: 

aria 1293 g/m« 

ossigeno 1429 

idrogeno 89 

azoto 1250 

ghiaia in mucchio 1500 a 1800 Kg/m« 
neve da 50 a 500 

paglia 60 a 70 

legna in catasta 300 a 400 
frumento a misura 750 



VALORI 



Il valore d'una merce, in Italia, si misura in Lire. 
Centesimo = lira 100. 



MONETE ITALIANE 



Valor© 


Metallo 


Peso 


Diametro 


Valore 


MeUllo 


Peso 


Diametro 


1 cent. 


Rame 


1 «. 


1-5 e. 


2 lire 


Argento 


10 g. 


2-7 e. 


2 » 


» 


2 8. 


2 e. 


5 » 


» 


25 g. 


3-7 e. 


5 » 


» 


5g. 


2-5 e. 


5 » 


Oro 


l-6lg. 


1-7 


10 » 


» 


log. 


3 0. 


10 > 


» 


3-22g. 


l»c. 


20 » 


Nichelio 


4g. 


21 e. 


20 > 


» 


6-45g. 


2-1 e. 


50 » 


Argento 


2-5 g. 


1-8 e. 


100 » 


» 


32fóg. 


3-5 e. 


1 lira 


» 


5g. 


2-3 e. 











Le stesse monete, con lievi modificazioni, sussistono in Francia, Belgio 
e Svizzera, che formano coiritalia la «Lega monetaria latina». 

La Bulgaria, Grecia, Rumenia, Serbia, Spagna adottarono lo stesso 
sistema. Però non sempre in tutte queste nazioni è in circolazione la mo- 
neta d'oro. 

Germania Marco = 1 -20 L. Pfennig = Marco/100 

Inghilterra Lira sterlina = 2522 L. SceHino = Lira/20. 

Pcnny = Scellino/12. 

Stati Uniti d'America DoUaromò-lG L. 
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